
H. Nobach, E. M�ullerUntersuchungen zur Spektralsch�atzung stochastisch abgetaste-ter Signale am Beispiel der Laser-Doppler-AnemometrieGegenstand der UntersuchungDie Geschwindigkeitsmessung mittels der Laser-Doppler-Anemometrie hat sich aufgrunddes optischen und somit r�uckwirkungsfreien Me�prinzips auch bei der Untersuchung tur-bulenter Str�omungen durchgesetzt. Informationen �uber die dynamischen Eigenschaftender Str�omung gibt das Turbulenzspektrum (Leistungsdichte). Die Bindung des Me�ver-fahrens an Streuteilchen, die die eingestrahlten elektromagnetischenWellen streuen, f�uhrtzu einem stochastischen (nicht �aquidistanten) Abtastproze�, wobei die Statistik der Ab-tastintervalle der Verteilung der Streuteilchen im Raum unterliegt und zudem mit derMe�gr�o�e (Geschwindigkeit) korreliert ist (Abb. 1).Bei der Analyse derartiger Prozesse mu� zur Vermeidung von systematischen Fehlern dieAbtaststatistik ber�ucksichtigt werden, was bei l�uckenhaften Abtastprozessen (z. B. in derSprachsignalverarbeitung) nicht notwendig ist (absch�atzbarer Informationsverlust). Dazu keinem Zeitpunkt gesicherte Vorgaben �uber den Signalverlauf vor einem Me�ereignisexistieren, sind Signalrekonstruktion bzw. Proze�identi�kation wesentlich schwieriger.Unter extremen Me�bedingungen, z. B. in Verbrennungsmotoren (hoher Turbulenzgrad,nur kurzzeitige Stationarit�at, ungleichf�ormige Teilchenbes�ahung), versagen alle klassi-schen Verfahren. Im Rahmen des von der DFG gef�orderten Forschungsprojektes "Un-tersuchungen nichtlinearer spektraler Sch�atzverfahren bei stochastischer, durch die Me�-gr�o�e vorgegebener Abtastung und kurzer Beobachtungsdauer\ wurde ein bislang nichtbekanntes, leistungsf�ahiges Verfahren entwickelt, das im Beitrag vorgestellt werden soll.Verfahren der Spektralsch�atzungZur LDA-Signalanalyse (Momente,Wahrscheinlichkeitsdichten, Korrelationen, Spektren)sind besondere Sch�atzverfahren notwendig. In allen hier vorgestellten Algorithmen, bishinzur Proze�identi�kation, wird der i-te Me�wert mit einem zur momentanen Geschwindig-keit ui umgekehrt proportionalen Faktor wi gewichtet [1], wodurch die direkte Propor-tionalit�at von Me�rate und Geschwindigkeit bei Annahme einer Teilchengleichverteilungim Raum aufgehoben wird.Prinzipielle Verarbeitungsm�oglichkeiten von LDA-Daten:� Die Me�werte werden direkt (D), unter Ber�ucksichtigung der statistischen Eigen-schaften des Abtastprozesses verarbeitet.� Aus dem abgetasteten Datensatz wird zun�achst der kontinuierliche Geschwindig-keits-Zeit-Verlauf rekonstruiert. Dieser wird dann mit klassischen Verfahren verar-beitet.� Der Datensatz ist Grundlage f�ur eine modellbasierte Proze�identi�kation. Aus dengesch�atzten Modellparametern sind dann die statischen Kenngr�o�en direkt abzu-leiten. Die Auswahl eines geeigneten Proze�modells erfordert a priori Wissen �uberden Signalcharakter.F�ur die Leistungsdichte wurde in [2] ein Sch�atzer vorgestellt, der die stochastisch abgeta-steten Daten direkt verarbeitet. Er ist f�ur mittelwertfreie Prozesse mit exponentialverteil-ten, von der Geschwindigkeit statistisch unabh�angigen Abtastintervallen erwartungstreu.



�Abb. 1: LDA-Datensatz
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�
-Abb. 2: Verfahren zur Parametersch�atzungEr wurde in [3] zur Aufhebung der Korrelation von Me�rate und Me�wert um die Wich-tung zu Ŝ(f) = T (����Pi uiwie2�jfti����2 �Pi (uiwi)2)�Pi wi�2erweitert (Me�zeit T ).F�ur die Rekonstruktion des kontinuierlichen Geschwindigkeits-Zeit-Verlaufs wurden ver-schiedene Algorithmen, von der Sample-and-Hold-Rekonstruktion (S+H), �uber Poly-nominterpolationen h�oherer Ordnung und Zeitdehnungstransformationen bis zu fraktalenMethoden untersucht. Sie alle liefern bei hoher Datenrate gute Rekonstruktionsergebnissef�ur die anschlie�ende Leistungsdichtesch�atzung. Geringe Datenraten f�uhren zu systema-tischen Fehlern. Zur Signalleistung addiert sich ein Rauschanteil, sichtbar im Bereichniedriger Frequenzen (Abb. 3). Bei h�oheren Frequenzen wird die gesamte Leistung tief-pa�ge�ltert. Eine Absch�atzung der Fehlergr�o�en f�ur die S+H ist in [4] enthalten. BessereErgebnisse sind lt. [5] durch eine exponentielle Rekonstruktion mitu(t) = e�b(t�ti)u(ti) ti � t < ti+1erreichbar. In [5] ist weiterhin eine Absch�atzung des oben beschrieben "additiven\ (Rau-schen) und des "multiplikativen\ Fehlers (Filter) f�ur dieses Verfahren enthalten.Bei der modellbasierten Spektralsch�atzung (MB) wird in diesem Beitrag die Str�omungdurch einen ARMA-Proze� vorgegebener Ordnung (p; q) modelliert. F�ur einen bestimm-ten Modellparametersatz (a1; :::; ap; b1; :::; bq;�2e) ist die spektrale Leistungsdichte analy-tisch durch S(f) = j1 + b1e�2�jf + � � �+ bqe�2�jfqj2j1 + a1e�2�jf + � � �+ ape�2�jfpj2�2egegeben. Die realisierte Koe�zientenbestimmung basiert auf einer modi�zierten Korrela-tionsfunktion mit Wichtung als Vergleichsfunktion, bestehend aus zwei Hilfsfunktionengk = NXi;j=1uiujwiwj und hk = NXi;j=1wiwj mit (k � 1)�� < tj � ti � k��



mit k = 1; :::; Ns Slotts (keine Selbstprodukte, keine Division durch die Anzahl der Ein-tr�age im Slott). F�ur einen bestimmten Parametersatz erfolgt durch�2 = NsXk=1(Rkhk � gk)2mit der analytisch aus dem Parametersatz gewonnenen Korrelationfunktion Rk die Fest-legung einer Fehlergr�o�e �2, welche durch Ver�anderung der Parameter durch einen Suchal-gorithmus schrittweise minimiert wird (Abb. 2).Neben der direkten Angabe der spektralen Leistungsdichte k�onnen die so bestimmtenModellparameter zur Signalrekonstruktion mitui+k�� = uiRk=R0eingesetzt werden. F�ur einen AR-Proze� 1. Ordnung ist das Verfahren dann identisch mitder exponentiellen Rekonstruktion in [5].Methoden der Veri�kationZur systematischen Untersuchung zuf�alliger und systematischer Fehler der modellbasier-ten Spektralsch�atzung in Abh�angigkeit von den Me�bedingungen (z. B. Datenrate _N)werden umfangreiche Rechner-Simulationen des LDA-Me�prozesses, basierend auf [1],durchgef�uhrt. Neben einer simulierten Geschwindigkeits-Grundserie k�onnen auch Datenvon einem Hitzdrahtanemometer (HDA) verarbeitet werden und als Grundserie f�ur eineanschlie�ende Simulation der Teilchenbes�ahung herangezogen werden. Dadurch wird dieLeistungsf�ahigkeit der Algorithmen bei verschiedenen Teilchenraten unter der Bedingungeiner real aufgenommenen Str�omung absch�atzbar. Dar�uber hinaus k�onnen die Daten ei-nes parallel zum HDA arbeitenden LDA zur experimentellen Veri�kation aufgenommenund analysiert werden.ErgebnisseExemplarisch seien hier die Messungen in einem achsensymmetrischen Freistrahl, auf-genommen mit einem HDA, 8D hinter einer D�use, vorgestellt. Der Turbulenzgrad Tubetr�agt ca. 19%, die mittlere Geschwindigkeit �u ca. 9.55m/s und das Integralzeitma�I ca. 3ms. Die HDA-Daten sind mit 20 kHz abgetastet (60 Werte pro Integralzeitma�)und werden zur Simulation des LDA-Prozesses als Geschwindigkeitsgrundserie verwen-det. Hierbei werden bei der Simulation der Teilchenserie sowohl die exponentialverteil-ten Abst�ande der Me�ereignisse als auch die Korrelation von Me�rate und Me�gr�o�eber�ucksichtigt. Die Simulation erfolgte f�ur eine Datendichte ND = _NI = 1:6. Mit denunterschiedlichen Verfahren werden die Leistungsdichten f�ur jeweils einen Datenblockvon N = 300 Me�werten bestimmt. Zur Darstellung des Spektrums werden jeweils dieberechneten Leistungsdichten von NB = 20 Bl�ocken gemittelt (Gesamtdatensatz: 6000Me�werte). Abb. 3 zeigt vergleichend die Resultate der drei beschriebenen Methoden zu-sammen mit den HDA-Daten als Referenz.Die Analyse der HDA-Daten zeigt deutlich zwei Grenzfrequenzen. Diesen Sachverhaltkann keiner der vorgestellten LDA-Sch�atzer zufriedenstellend nachweisen. Die Teilchen-rate ist zur Au
�osung dieser Frequenz zu klein. Die direkte Leistungsdichtesch�atzungzeigt eine gro�e Varianz oberhalb von etwa _N=2�. Dagegen ist die Sch�atzung unterhalbdieser Frequenz sehr zuverl�assig, so da� dieses Verfahren bei hohen Datenraten erfolg-reich eingesetzt werden kann. Durch Blockmittelung ist die Varianz der Sch�atzung weiter



���Abb. 3: Vergleich experimentell gewonnener HDA-Daten mit simulierten und unterschied-lich verarbeiteten LDA-Daten (MB=modellbasiert;D=direkt; S+H=Sample-and-Hold-rekonstruiert)reduzierbar, und somit die Leistungsdichte bei sehr langen Datens�atzen auch oberhalbvon _N=2� noch bestimmbar. Die Sample-and-Hold-Rekonstruktion zeigt deutlich dasin [4] beschriebene "step noise\ bei niedrigen Teilchenraten sowie den Filtere�ekt. DerAbfall der S+H-Kurve in Abb. 3 resultiert nur aus der Tiefpa��lterung des Rauschensund spiegelt nicht den Verlauf des Turbulenzspektrums wider. F�ur hohe Datenraten ver-schwinden diese Fehler, so da� sich die Ergebnisse der direkten Methode ann�ahern. Dieparametrische Leistungsdichtesch�atzung f�ur ein AR-Modell 1. Ordnung erweist sich hin-gegen als sehr robust und kann daher auch f�ur sehr geringe Teilchenraten und kurzeDatens�atze eingesetzt werden. Sie vermag jedoch weder Periodizit�aten noch die zweiteGrenzfrequenz zu erkennen, was durch das gew�ahlte Modell und die Ordnung vorgege-ben ist. Eine Wiederholung der Rechnung mit einem AR-Modell 2. Ordnung ergab keinewesentlichen Unterschiede.Literatur[1] Fuchs, W., Nobach, H., and Tropea, C., 1993, \The Simulation of LDA Data and itsUse to Investigate the Accuracy of Statistical Estimators," AIAA Journal, Vol. 32,pp. 1883-1889.[2] Gaster, M., and Roberts, J.B., 1977, \The Spectral Analysis of Randomly SampledRecords by a Direct Transform," Proc. Roy. Soc. Lond. A, Vol. 154, pp. 27-58.[3] Nobach, H., 1993, \Simulationen zum Ein
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