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KurzreferatDie Laser-Doppler-Anemometrie �ndet als ber�uhrungsloses optisches Ge-schwindigkeitsme�verfahren in der Str�omungsmechanik starke Verbreitung.Das durch das Me�prinzip erhaltene Me�wertensamble ist aufgrund derphysikalischen Grundlagen eine stochastisch abgetastete Funktion der Str�om-ungsgeschwindigkeit.Dabei sind die Abtastzeitpunkte durch den zu untersuchenden Proze�bestimmt.Der Einsatz bei Untersuchungen in hochturbulenten Str�omungen erfor-dert die Sch�atzung des Turbulenzspektrums aus dem Me�wertensamble.Die Anwendung des De�nitionsintegrals der spektralen Leistungsdichteauf das Me�wertensamble f�uhrt zu nicht erwartungstreuen Sch�atzungen.Da die Geschwindigkeits-Zeit-Funktion durch das Me�wertensamble nuran den Abtastzeitpunkten de�niert ist, f�uhren a priori Informationen �uberden Proze� zu M�oglichkeiten der Interpolation zu kontinuierlichen Funktio-nen.Es werden Sch�atzalgorithmen der spektralen Leistungsdichte sowohl ausdem Me�wertensamble direkt als auch aus interpolierten Geschwindigkeits-Zeit-Funktionen und ihre Fehlerursachen vorgestellt. Des weiteren werdenM�oglichkeiten der Absch�atzung der systematischen Fehler sowie zu derenKorrektur und die Ergebnisse bei der Anwendung auf simulierte Me�datenvorgestellt.
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Symbolverzeichnisa(t) Abtastfunktionc Verst�arkungsfaktord(t) Fensterfunktione(t) zuf�allige,mittelwertfreie,unkorrelierte,normalverteilteSt�orungf Frequenzf Laufvariable f�ur die Frequenzfres Resamplingfrequenz fres = NresT = 1TresfS Shiftfrequenzf(x),g(x) allg. Funktionen von xi,k,r Laufvariablenj imagin�are Einheitp Di�erentiationsoperator @@tt Zeitti Abtastzeitpunktu(t),v(t),w(t) Komponeneten des Geschwindigkeitsvektors ~v(t)ua(t),va(t),wa(t) Komponenten der abgetasteten Geschwindigkeits-funktion ~v(t)~v(t) Geschwindigkeitsvektor~vi Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt tiz zeitlicher Verschiebeoperator epD0 Normierungsfaktor der Fensterfunktionmit D(t) = d(t)D0D(t) normierte Fensterfunktion mit 1T R T0 D2(t) dt = 1Efxg Erwartungswert der Zufallsgr�o�e xÊfxg gesch�atzter Erwartungswert der Zufallsgr�o�e xN Anzahl der Samples innerhalb T_N0 Me�volumenrate_N1 Triggerrate_N2 Me�rate_N3 DatenspeicherrateND mittlere Teilchenrate6



Nres Anzahl der Resamples innerhalb TPxx(f),Pxx(!) spektrale Leistung der Gr�o�e xPxy(f),Pxy(!) spektrale Kreuzleistung der Gr�o�en x und yR Bereich der reellen ZahlenRxx(� ) zeitliche Autokorrelationsfunktion der Gr�o�e xRxy(� ) zeitliche Kreuzkorrelationsfunktion der Gr�o�en xund ySxx(f),Sxx(!) spektrale Leistungsdichte (Turbulenzspektrum) derGr�o�e xSxy(f),Sxy(!) spektrale Kreuzleistungsdichte (Turbulenzspektrum)der Gr�o�en x und yT Me�zeitTU TurbulenzgradTres Resamplingperiode Tres = TNres = 1fresZ Bereich der ganzen Zahlen� Modellparameter� Bias allg.�1 Mittelwertbias�2 Varianzbias
0i Wichtungsfaktor zum Zeitpunkt ti
xy Kovarianz der Gr�o�en x und y�(t) Diracfunktion#xx integrales Zeitma� (zeitliches Korrelationsintervall)der Gr�o�e x#xy integrales Zeitma� (zeitliches Korrelationsintervall)der Gr�o�en x und y�2x Varianz der Zufallsgr�o�e x� Laufvariable f�ur die Zeit�mi Aufenthaltszeit des Streuteilchens im Me�volumen� Modellparameter! Kreisfrequenz�~v Kovarianzmatrix des Geschwindigkeitsvektors ~v�~v integrale Zeitma�matrix des Geschwindigkeits{vektors ~v� Parametermatrix7



x(Def) De�nition der Gr�o�e xx(i) Gr�o�e x lt. Def. f�ur das Modell ix̂ Sch�atzwert der Zufallsgr�o�e xx̂(i) Sch�atzwert der Zufallsgr�o�e x nach Methode ix� bezogene Gr�o�e xbxc gr�o�te ganze Zahl von x(x� 1 < bxc � x mit bxc 2Z)(x1;x2) o�enes Intervall von x1 bis x2(x1;x2] links o�enes Intervall von x1 bis x2[x1;x2) rechts o�enes Intervall von x1 bis x2[x1;x2] geschlossenes Intervall von x1 bis x2f1(x) � f2(x) Faltungsintegral f1(x) � f2(x) = R1�1 f1(s)f2(x� s) ds
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1 EinleitungDie wesentlichen Eigenschaften der Laser-Doppler-Anemometrie als Str�o-mungsgeschwindigkeitsme�verfahren� ber�uhrungsloses, indirektes optisches Verfahren� absoluter, linearer Zusammenhang zwischen der Str�omungsgeschwin-digkeit und der Signalfrequenz als elektrischer Me�gr�o�e� geometrisch de�nierte Richtungsabh�angigkeit im Raum� hohe r�aumliche und zeitliche Au
�osung� Erweiterbarkeit zur simultanen Mehrkomponentenmessungf�uhrten zu einem verbreiteten Einsatz in der Str�omungsmechanik.Die Informationsgewinnung im LDA-Burstbetrieb ist durch die stochasti-sche, vom zu untersuchenden Proze� vorgegebene Abtastung der Str�omungs-geschwindigkeit gekennzeichnet.Bei der Erforschung dynamischer Eigenschaften von Str�omungsprozes-sen in der Aero- und Hydrodynamik kommen Spektralanalyseverfahren zumEinsatz. Aufgrund der physikalischen Grundlagen der Laser-Doppler-Ane-mometrie und der daraus resultierenden Eigenschaften des aus dem LDA-Me�proze� gewinnbaren Datensatzes, ist die Sch�atzung des Leistungsdichte-spektrums an a priori Informationen �uber den untersuchten Proze� und anden Sch�atzalgorithmus angepa�te Fehlerkorrekturmethoden gebunden.Die bisher eingesetzten Verfahren k�onnen in� Methoden mit einer direkten Verarbeitung der nicht�aquidistant abge-tasteten Daten und� Methoden mit vorangehender Rekonstruktion eines kontinuierlichen Si-gnalsunterteilt werden.Die Methoden der direkten Verarbeitung der nicht�aquidistant abgetaste-ten Daten wurden von mehreren Autoren hinsichtlich ihrer Fehler unter-sucht und bereits erfolgreich in der Laser-Doppler-Anemometrie eingesetzt([2],[9],[10],[15],[16]). 9



Die Rekonstruktion eines kontinuierlichen Signals aus dem nicht�aquidi-stant abgetasteten Datensatz setzt physikalische a priori Informationen �uberden untersuchten Proze� voraus. Die Interpolationsmethoden reichen voneinfachen Rekonstruktionsmethoden wie Interpolation 0. Ordnung (Resamp-ling) oder lineare Interpolationsmethoden mit anschlie�ender Filterung ([3])�uber Koordinatentransformationsmethoden ([5],[17]) bis hin zu fraktalen Me-thoden ([4]).In der vorliegenden Arbeit werden, ausgehend von Rechnersimulationendes Me�prozesses, Algorithmen zur Sch�atzung des Turbulenzspektrums ausdem Me�wertensemble untersucht.F�ur die verschiedenen Algorithmen werden Ursachen systematischer undzuf�alliger Fehler und M�oglichkeiten ihrer Korrektur untersucht. Hierbei be-ziehen sich die theoretischen Betrachtungen vorwiegend auf allgemeine sto-chastische Abtastprozesse. Die Algorithmen der Spektralanalyse und ihreFehlerkorrekturmethoden werden dann anhand von Rechnersimulationen desLDA-Me�prozesses untereinander und mit den theoretischen Spektren ver-glichen, die aus den statistischen Vorgaben f�ur die Simulation resultieren.Zun�achst werden im folgenden Abschnitt die Besonderheiten der Spek-tralanalyse bei der Anwendung auf Me�daten eines LDA, resultierend ausden physikalischen Grundlagen des Me�verfahrens, erl�autert.Im dritten Abschnitt werden die Methoden der Sch�atzung der spektralenLeistungsdichte de�niert und klassi�ziert und detaillierte Angaben zu den indieser Arbeit untersuchten Methoden gemacht.Die Beschreibung der Simulation des Me�prozesses und des Vorgehensbei der Untersuchung der Sch�atzmethoden zur Gewinnung der spektralenLeistungsdichte aus den simulierten Me�daten schlie�en sich im vierten Ab-schnitt an.Im f�unften Abschnitt sind ausgew�ahlte Ergebnisse der Rechnersimula-tionen und der aus den simulierten Me�daten gewonnenen Leistungdichtensowie die Einstellwerte der Simulationen zusammengefa�t.Der sechste Abschnitt enth�alt Ergebnisse von Voruntersuchungen aufGrundlage von Rechnersimulationen zum Einsatz der untersuchten Metho-den unter extremen Me�bedingungen.10



2 Spektralanalyse beim LDADie Laser-Doppler-Anemometrie beruht darauf, da� kleine Teilchen mit ei-nem vernachl�assigbaren Schlupf vom str�omenden Medium mitgef�uhrt wer-den, und diese eingestrahlte elektromagnetische Wellen streuen.Passiert ein Teilchen das Me�volumen, so bildet sich durch die Wech-selwirkung des Teilchens mit dem r�aumlichen elektromagnetischen Feld derr�aumliche Intensit�atsverlauf auf dem Fotoempf�anger zeitlich ab, der den zeit-lichen Intensit�atsverlauf in eine elektrische Me�gr�o�e umwandelt.Aus dem elektrischen Signal beim Me�volumendurchtritt eines Teilchensist die Geschwindigkeit dieses Teilchens im Me�richtung bestimmbar. Ausge-hend von der Voraussetzung, da� das Teilchen der Str�omung schlup
os folgt,kann hieraus auf die Momentangschwindigkeit der Str�omung in Me�richtungu geschlossen werden.Somit ist die Informationsgewinnung �uber die momentane Str�omungs-geschwindigkeit nur dann m�oglich, wenn ein Streuteilchen das Me�volumenpassiert. Die Geschwindigkeitsbestimmung unterliegt somit der statistischenVerteilung der Teilchen im Str�omungsfaden und ist ein Abtastproze�. DieAbtastung erfolgt stochastisch und ist durch die Str�omung vorgegeben.Da die Streuteilchen vom str�omenden Medium mitgef�uhrt werden, istdie Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion des Auftretens eines Me�ereignissessowohl eine Funktion der r�aumlichen Verteilungsdichte der Teilchen im Ge-samtvolumen als auch des zeitlichen Verlaufs der Str�omungsgeschwindigkeitund somit der Me�gr�o�e selbst.Die Bestimmung von zeitlichen Mittelwerten mittelsÊff(u(t))g = g(N) NXi=1 f(u(ti)) (2.1)ist somit nicht erwartungstreu. Die systematischen Fehler dieser Sch�atzerwerden durch � = EfÊff(u(t))gg � Eff(u(t))gEff(u(t))g (2.2)beschrieben. 11



Vorangegangene Untersuchungen ([7], [8]) haben M�oglichkeiten zur Ab-sch�atzung des systematischen Fehlers�1 = EfÊfu(t)gg � Efu(t)gEfu(t)g (2.3)bei der Sch�atzung des zeitlichen Geschwindigkeitsmittelwertes mittelsÊfu(t)g = 1N NXi=1 u(ti) (2.4)sowie des systematischen Fehlers�2 = EfÊf(u(t)� Efu(t)g)2gg � Ef(u(t)� Efu(t)g)2gEf(u(t) �Efu(t)g)2g (2.5)bei der Sch�atzung des zeitlichen Mittelwertes der GeschwindigkeitsvarianzmittelŝEf(u(t) �Efu(t)g)2g = 1N � 1 NXi=1 u2(ti) � NN � 1(Êfu(t)g)2 (2.6)sowie M�oglichkeiten der Korrektur mittels Wichtung aufgezeigt.Die Sch�atzung der spektralen Leistungsdichte ist aufgrund des stocha-stischen Charakters des Eingangssignals ebenfalls eine Zufallsfunktion. Auf-grund der stochastischen Abtastung, die durch die Me�gr�o�e vorgegeben ist,unterliegt die Spektralsch�atzung folgenden Fehlerursachen:� Varianz der Sch�atzung des Leistungsdichtespektrums des urspr�ungli-chen, kontinuierlichen Signals, das abgetastet wird� Varianz der Sch�atzung des Leistungsdichtespektrums der Abtastfunk-tion� systematischer Fehler der Sch�atzung der Leistungsdichte des urspr�ung-lichen, kontinuierlichen Signals durch Schlu� aus dem Spektrum der ab-getasteten Funktion (Faltung des urspr�unglichen Spektrums mit demSpektrum der Abtastfunktion) [10]� Korrelation der Abtasth�au�gkeit mit der Me�gr�o�e [16]12



� Korrelation der urspr�unglichen Funktion �uber das Me�intervall hinaus� Informationsverlust durch die Abtastung� Leakage- und Aliasing-FehlerAls Eingangsdaten f�ur die Spektralsch�atzung, v. a. bei Verwendung einerFensterfunktion, wird ein mittelwertfreies Signal vorausgesetzt. Daher mu�zun�achst der Mittelwert des Eingangsdatensatzes ermittelt werden und derDatensatz zu einem mittelwertfreien Signal aufbereitet werden. Dazu ist dieFestlegung eines Sch�atzalgorithmus f�ur den Mittelwert n�otig.Zur Verringerung der Varianz der Sch�atzung kann eine Mittelung �ubermehrere Einzelrealisierungen der Spektralsch�atzung vorgenommen werden([10]). Hierzu wird die gesamte Me�zeit in mehrere Bl�ocke unterteilt, die ein-zeln der Spektralanalyse unterzogen werden. Die Einzelrealisierungen werdendann mittels ÊfS(f)g = 1N NXi=1 Ŝ(i)(f) (2.7)zu einem Mittelwert der Spektralsch�atzung zusammengefa�t, dessen Varianzkleiner als die der Einzelsch�atzung ist.Da die Varianz der Einzelsch�atzung sowohl vom Str�omungszustand inner-halb der Me�zeit der Einzelsch�atzung als auch von der in dieser Zeit anfallen-den Datenmenge abh�angig ist, mu� dann zus�atzlich ein Pr�ufalgorithmus (Va-lidierung) �uber die Brauchbarkeit der Eingangsdaten eingef�ugt werden undeine Festlegung des De�nitionsbereiches einer evtl. eingef�ugten Fensterfunk-tion gemacht werden. Die Einzelrealisierungen der Spektralsch�atzungen wer-den dann �uber die Anzahl der �uberpr�uften und als brauchbar eingesch�atzenBl�ocke gemittelt. Dieses Verfahren der Blockmittelung ist kein Verfahren zurSpektralsch�atzung, sondern ist unabh�angig von dem gew�ahlten Sch�atzverfah-ren auf alle Algorithmen anwendbar und wird bei den Rechnersimulationendieser Arbeit stets eingesetzt.
13



3 Methoden der Spektralanalyse3.1 De�nitionenDie Str�omungsgeschwindigkeit selbst ist ph�anomenologisch eine Zufallsgr�o�e,die durch statistische Gr�o�en beschreibbar ist. In der Str�omungsmechanikwird zur Beschreibung der Verteilungsdichte der Str�omungsgeschwindigkeitder Turbulenzgrad de�niert. F�ur eindimensionale Messungen ist er durchTU (Def) = pEf(u� Efug)2gEfug (3.1)de�niert. Er beschreibt das Verh�altnis von Wechsel- zu Gleichanteil der Ge-schwindigkeit. Dabei wird von isotroper Turbulenz und einer ausgepr�agtenHauptstr�omungsrichtung ausgegangen. Damit ergibt sich die De�nition desTurbulenzgrades f�ur mehrdimensionale Messungen zuTU (Def) = s13 � Ef(u�Efug)2g + Ef(v � Efvg)2g + Ef(w � Efwg)2gE2fug+ E2fvg+ E2fwg :(3.2)Da bei dieser De�nition Kreuzkorrelationen der Wechselanteile der Kom-ponenten der Str�omungsgeschwindigkeit nicht ber�ucksichtigt werden, kannder Turbulenzgrad nur einen groben �Uberblick �uber die Turbulenzverh�alt-nisse geben. F�ur detailiertere Untersuchungen ist neben dem mittleren Str�o-mungsvektor die vollst�andige Kovarianzmatrix und die Korrelationsmatrixzur Beschreibung n�otig.Da die Str�omungsgeschwindigkeit ein stochastisches Signal ist, ist sie so-mit ein Leistungsignal. Unter der Voraussetzung der Stationarit�at ist f�urdieses die spektrale Leistungsdichte durchS(Def)uu (f) = limT!1E8><>: 1T ������ TZ0 u(t)e2�jft dt������29>=>; (3.3)de�niert.Im engen Zusammenhang zur spektralen Leistungsdichte steht die Auto-korrelierte, die f�ur station�are Leistungssignale durchR(Def)uu (� ) = limT!1 1T TZ0 u(t)u(t+ � ) dt (3.4)14



de�niert ist.Der Zusammenhang dieser ist durch das Wiener-Chin�cin-TheoremSuu(f) = 1Z�1 Ruu(� )e�2�jf� d� (3.5)gegeben.F�ur station�are, stochastische Signale ist demnach die spektrale Leistungs-dichte f�ur alle reellen Frequenzen de�niert und endlich.Die spektrale Leistung ist durchP (Def)uu (f) = lim�f!0 f+�fZf��f Suu(f) df (3.6)de�niert.Da die Leistungsdichte f�ur station�are, stochastische Signale f�ur alle reellenFrequenzen endlich ist, ist die spektrale Leistung f�ur alle reellen Frequenzennull.Die Leistung des Signals ist nur �uber ein Frequenzintervall [f1; f2] durchP (Def)uu (f1; f2) = f2Zf1 Suu(f) df (3.7)de�niert und endlich.F�ur das kontinuierliche, station�are, stochastische Signal gilt somitFunktionsbereich WertebereichSuu(f) f 2 R endlich reellPuu(f) f 2 R 0
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Durch die zeitliche Begrenzung der realen Messung des stochastischenSignals sind Festlegungen der Behandlung der nicht erfa�ten Bereiche zumachen. Hier sind zwei Annahmen �ublich:� Die stochastische Funktion ist au�erhalb des Me�intervalls gleich null.� Die Funktion ist in T periodisch.Durch diese Annahme unterscheiden sich die Sch�atzmethoden der spek-tralen Leistungsdichte� hochau
�osende Verfahren (die stochastische Funktion ist au�erhalb desMe�intervalls gleich null)� harmonische Analysatoren (die Funktion ist in T periodisch).Die hochau
�osenden Verfahren liefern demnach �uber das Fourierintegralf�ur ein festes T eine Sch�atzung der spektralen Leistungsdichte im gesamtenreellen Frequenzbereich.F�ur die hochau
�osenden Verfahren zur Sch�atzung der spektralen Lei-stungsdichte gilt somit Funktionsbereich WertebereichSuu(f) f 2 R endlich reellPuu(f) f 2 R 0Demgegen�uber liefern die harmonischen Analysatoren (FFT, DFT �uberFourierreihe) spektrale Leistungen an den abgetasteten Frequenzen. Dem-nach ist die spektrale Leistungsdichte eine Diracfolge mit uneigentlichenFunktionswerten bei diesen Frequenzen.F�ur die harmonischen Analysatoren gilt somitFunktionsbereich WertebereichSuu(f) f 2Z� 1T �1Puu(f) f 2Z� 1T endlich reellF�ur den Vergleich der harmonischen Analysatoren mit den hochau
�osen-den Verfahren und theoretischen Vergleichsmodellen wird f�ur die harmoni-schen Analysatoren die spektrale Leistungsdichte wie folgt de�niert.16



S�uu(f) = T lim�f!0 f+�fZf��f Suu(f) df = TPuu(f) (3.8)Hierbei sei Puu(f) die vom Analysator gelieferte spektrale Leistung undSuu(f) die zugeh�orige Leistungsdichte (Diracfolge).Die so de�nierte Leistungsdichte S�uu(f) stimmt an den abgetasteten Fre-quenzen mit der Leistungsdichte des stochastischen Signals �uberein und wirdim folgenden mit Suu(f) bezeichnet.3.2 Klassi�kationDas kontinuierliche Signal u(t) besitze das Leistungsdichtespektrum Suu(f).Das Signal u(t) wird durch die Abtastfunktion a(t)a(t) = NXi=1 �(t� ti) (3.9)mit �(t) = � 1 f�ur t = 00 f�ur t 6= 0 (3.10)und lim�t!0 �tZ��t �(t) dt = 1Z�1 �(t) dt = 1 (3.11)abgetastet. Hierbei sind die ti die Abtastzeitpunkte, wobei diese durch eineZufallsfunktion bestimmt sind mit der Wahrscheinlichkeitsdichtep(t 2 ftig;8 i 2 f1; � � � ; Ng). Die Abtastung des kotinuierlichen Signals wird durch die Multiplikationu(t)a(t) = ua(t) = Xi u(ti)�(t� ti)realisiert (Abb.1). 17



���Abbildung 1: Nicht �aquidistante Abtastung des kontinuierlichen SignalsBesitzt die Abtastfunktion a(t) die spektrale Leistungsdichte Saa(f), sohat ua(t) das Spektrum Suu(f)�Saa(f). Dieses ergibt sich unter Verwendungder unter 3.1 genannten De�nitionS(Def)uaua (f) = limT!1E8><>: 1T ������ TZ0 ua(t)e2�jft dt������29>=>; (3.12)f�ur die spektrale Leistungsdichte des abgetasteten Signals (direkte Metho-den). Die Bestimmung einer Realisierung der Sch�atzung des Leistungsdich-tespektrums der gemessenen Realisierung des Signals erfolgt dann wahlweisemit Hilfe des Periodogramms (Autokovarianzmethode) oder mit Hilfe desKorrelogramms (Autokorrelationsmethode). Bei der Verwendung von nicht-linearen Sch�atzmethoden (z.B. Blockkorrelation) wird das Spektrum zus�atz-lich von diesen Nichtlinearit�aten beein
u�t.Da die Abtastung i.a. zu stochastischen Zeitpunkten erfolgt, k�onnen nurmit Hilfe der statistischen Eigenschaften der Abtastfunktion Aussagen �uberdie spektrale Leistungsdichte der Abtastfunktion und somit auch des abge-18



�Abbildung 2: Methoden zur Bestimmung des Turbulenzspektrums nicht�aquidistant abgetasteter Signaletasteten Signals gemacht werden. Die Leistungsdichte ist dann ebenfalls einestochastische Funktion mit vorhersagbaren statistischen Eigenschaften.Da die statistischen Eigenschaften des Leistungsdichtespektrums der Ab-tastfunktion z.B. von der Verteilungsdichte der Abtastzeitpunkte abh�angigsind, sind allgemeine L�osung f�ur beliebige Abtastfunktionen, deren Vertei-lungsdichte mit der stochastischen Me�gr�o�e korreliert ist, sehr komplex.In diesem Fall kann die wahre Leistungdichte des kontinuierlichen Signalsdurch die Bestimmung des Leistungsdichtespektrums eines aus den Abtast-werten rekonstruierten Signals angen�ahert werden (Signalrekonstruktion).Abbildung 2 zeigt eine �Ubersicht �uber die Methoden der Spektralanalysestochastisch abgetasteter Signale, von denen ausgew�ahlte n�aher betrachtetwerden.3.3 Direkte MethodenIn [10] wurde f�ur stochastisch abgetastete LDA-Signale die spektrale Lei-stungsdichte durch Ŝ(1)uu (f) = 1N2DT �����Xi u(ti)D(ti)e2�jfti�����2 (3.13)19



bzw. Ŝ(2)uu (f) = 1N2DT (Xk Xr 6=k u(tk)u(tr)D(tk)D(tr)e2�jf(tk�tr)+Xi u2(ti)D2(ti)) (3.14)mit der mittleren Teilchenrate ND = NT berechnet.Dort wurde gezeigt, da� f�ur exponentialverteilte Abst�ande der Abtast-zeitpunkte ti diese Sch�atzung aufgrund der Faltung der wahren spektralenLeistungsdichte Suu(f) des kontinuierlichen Signals mit der spektralen Lei-stungsdichte des Abtastsignals einen Bias besitzt.Eine erwartungstreue Sch�atzung ist lt. [10]Ŝ(3)uu (f) = 1N2DT 8<:�����Xi u(ti)D(ti)e2�jfti�����2 �Xi u2(ti)D2(ti)9=; (3.15)bzw. Ŝ(4)uu (f) = 1N2DT Xk Xr 6=k u(tk)u(tr)D(tk)D(tr)e2�jf(tk�tr) (3.16)Da die Abtastrate, wie unter 2 gezeigt, mit der Me�gr�o�e korreliert ist,ist die Sch�atzung der Varianz nicht erwartungstreu. Somit hat auch dieSch�atzung der Leistungsdichte noch einen weiteren Bias, der vom Turbu-lenzgrad der Str�omung abh�angig ist.Untersuchungen zum Bias der Mittelwert- und der Varianzsch�atzung inturbulenten Str�omungen ([7], [8]) haben Ergebnisse zur Absch�atzung des Va-rianzbias �2 ergeben. In Abbildung 3 sind der zu erwartende Mittelwertbias�1 und der Varianzbias �2 des Simulationsmodells dargestellt. In [16] wur-de gezeigt, da� der Varianzbias sich direkt in der Leistungsdichtesch�atzungwiderspiegelt.Die Erfahrungen der Biaskorrektur bei der Mittelwert- und Varianzsch�at-zung mittels Wichtung ([7], [8]) f�uhrten zu einer gewichteten Sch�atzung ohneKorrektur des durch die stochastische Abtastung verursachten BiasŜ(5)uu (f) = T ����Pi u(ti)
0i D(ti)e2�jfti����2�Pi 1
0i�2 (3.17)20



�Abbildung 3: Zeitlicher Mittelwert- und Varianzbias eindimensionaler Str�o-mungen in Abh�angigkeit vom Turbulenzgradbzw. Ŝ(6)uu (f) = TPk Pr u(tk)u(tr)
0k
0r D(tk)D(tr)e2�jf(tk�tr)Pk Pr 1
0k
0r (3.18)sowie der gewichteten Sch�atzung mit Korrektur des durch die Abtastfunktionverursachten BiasŜ(7)uu (f) = T (����Pi u(ti)
0i D(ti)e2�jfti����2 �Pi �u(ti)
0i D(ti)�2)�Pi 1
0i�2 (3.19)bzw. Ŝ(8)uu (f) = TPk Pr 6=k u(tk)u(tr)
0k
0r D(tk)D(tr)e2�jf(tk�tr)Pk Pr 1
0k
0r (3.20)21



mit den WichtungsfaktorenZeitdi�erenzwichtung ([1], [6]): 
0i = 1ti�ti�1Sample-&-Holdwichtung: 
0i = 1ti+1�tiGeschwindigkeitswichtung ([12]): 
0i = u(ti)Aufenthaltszeitwichtung ([11]): 
0i = 1�miWichtung nach Nakoa ([13]): 
0i = �2 � u(ti)Êfug�� 32F�ur 
0i = 1 (keine Wichtung) geht diese Sch�atzung in (3.15) bzw. (3.16)�uber.Die gewichtete Autokovarianzmethode und die gewichtete Autokorrelati-onsmethode sind identisch. Der Beweis hierzu be�ndet sich im Anhang A.1.3.4 Methoden auf der Basis der Signalrekonstruktion3.4.1 ResamplingDurch eine Rekonstruktion der kontinuierlichen Geschwindigkeits-Zeit-Funk-tion ist es m�oglich, durch Resampling eine �aquidistante Abtastung zu erzie-len. Diese erlaubt die Anwendung harmonischer Analysatoren auf der Grund-lage von Fourierreihen (FFT,DFT) mitŜ(9)uu (f) = TN2res �����NresXi=1 u(ti)D(ti)e2�jfti�����2 (3.21)Die Abtastfunktion ist hier eine in Tres periodische Diracfolge, die spek-trale Leistungsdichte demzufolge eine in fres = 1Tres periodische Diracfolge.Dadurch ist die Sch�atzung der spektralen Leistungsdichte des rekonstruiertenSignals ebenfalls in fres periodisch und es tritt ein Aliasing-Fehler durch die�Uberlagerung auf. Durch eine Erh�ohung der Resamplingfrequenz fres kanndieser jedoch veringert werden. Die spektrale Au
�osung ist durch die Me�zeitT gegeben und verbessert sich mit wachsender Me�zeit.Ein gro�er Vorteil des Resampling liegt in der kurzen Berechnungszeitdurch Anwendung der FFT. 22



3.4.2 DFT (Fourierintegral)F�ur die interpolierte Geschwindigkeits-Zeit-Funktion kann die spektrale Lei-stungsdichte �uber das FourierintegralŜ(10)uu (f) = 1T ������ TZ0 u(t)D(t)e2�jft dt������2 (3.22)ermittelt werden.Der Vorteil liegt in der M�oglichkeit der h�oheren spektralen Au
�osung,da auch kurze Abst�ande der durch die Messung vorgegebenen Me�ereignisseverarbeitet werden k�onnen. Dar�uber hinaus tritt kein Aliasing-Fehler auf.F�ur die Sch�atzung der spektralen Leistungsdichte aus dem stochastischabgetasteten Signal ergibt demzufolgeŜ(11)uu (f) = 1T ������N�1Xi=1 ti+1Zti u(t)D(t)e2�jft dt������2 (3.23)Da innerhalb T genau N Werte vorliegen, jedoch tN+1 nicht bekannt ist,ist die Summe nur bis N � 1 zu berechnen. Das hat einen systematischenFehler zur Folge, da die Summe um den letzten Summanden zu klein ist.Eine verbesserte Sch�atzung, die diese Ursache ausschlie�t, istŜ(12)uu (f) = 1T ������ NN � 1 N�1Xi=1 ti+1Zti u(t)D(t)e2�jft dt������2 (3.24)F�ur die Interpolation der Geschwindigkeits-Zeit-Funktion 0. Ordnung istdie Herleitung der zu l�osenden Integrale im Anhang A.3 enthalten.
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4 Untersuchung der Sch�atzmethoden4.1 Algorithmen der SimulationZum Vergleich und zur Einsch�atzung der Leistungsf�ahigkeit der Methoden� Rekonstrunktion durch Interpolation 0. Ordnung und Resampling� Rekonstrunktion durch Interpolation 0. Ordnung und DFT (Fourierin-tegral)� Autokorrelationsmethode/Autokovarianzmethode der stochastisch ab-getasteten Signale ohne Biaskorrektur� Autokorrelationsmethode/Autokovarianzmethode der stochastisch ab-getasteten Signale mit Biaskorrekturwurde das LDA-Simulationsprogramm ENTRY um die Spektralsch�atzungmittels dieser Methoden erweitert.Die Simulation des LDA-Me�prozesses erfolgt in vier Schritten:Str�omungssimulation?Teilchenbes�ahung?Prozessor?-InformationsgewinnungEine detaillierte Beschreibung der Algorithmen ist in [14] enthalten.Bei der Simulation des Geschwindigkeits-Zeit-Verlaufs (Grundserie) derStr�omung wird von einer normalverteilten Momentangeschwindigkeit mitdem Erwartungswert Ef~v(t)g und der Varianz Ef(~v(t) � Ef~v(t)g)2g aus-gegangen. Es wird ein autoregressiver Proze� 1. Ordnung (1D-Simulation)bzw. eine Verkettung von drei autoregressiven Prozessen 1. Ordnung (3D-Simulation) mit vorgebbaren Auto- bzw. Kreuzkorrelationen berechnet.24



�Abbildung 4: Interpolation der Grundserie f�ur die Geschwindigkeitsbestim-mung der TeilchenserieBei der Teilchenbes�ahung (Teilchenserie) wird der Abstand der Teilchenim Str�omungsfaden (1D-Simulation) bzw. das Str�omungsvolumen, das dasMe�volumen zwischen den Teilchendurchtritten durchquert (3D-Simulation)durch eine Zufallsfunktion gew�ahlt. Der Str�omungsfaden wird dann durchdas Me�volumen gef�uhrt und nimmt dabei die Teilchen mit, die dann zueinem Signal im optischen Empf�anger f�uhren. Dabei wird die Geschwindigkeitder Einzelteilchen aus der �aquidistant abgetasteten Grundserie durch eineInterpolation 0. Ordnung gewonnen (Abb.4).Die Simulation des Prozessors umfa�t die Reaktion der Me�technik vomoptischen Empf�anger bis zum Ablegen der Daten im Rechner.
25



Signal vom Empf�anger?Triggerung?Geschwindigkeitsbestimmung?�Ubertragung und Speicherung?Resampling?-Me�wertensambleDa das Me�wertensamble sowohl bei der Simulation als auch bei rea-ler Messung als Datensatz im Rechner vorliegt, sind die Algorithmen derDatenbe- und -verarbeitung zur Informationsgewinnung und -verdichtung� Methoden der Mittelwert- und Varianzsch�atzung� Methoden der Spektralsch�atzung� Methoden der Korrelationsanalysedirekt auf den Datensatz anwendbar.4.2 Kriterien zur Bewertung der Sch�atzqualit�atDie im Abschnitt 3 erl�auterten Sch�atzmethoden zur Spektralanalyse wurdenauf eindimensionale LDA-Simulationen angewendet.Zur Einsch�atzung der Leistungsf�ahigkeit der Sch�atzalgorithmen werdenzun�achst die theoretischen Spektren der Grundserie, gegeben durch die sta-tistischen Eigenschaften, ermittelt. Diese werden mit den Realisierungen derSpektralsch�atzungen einer Grundserie verglichen. Diese stellen dann die bestm�ogli-che Realisierung der Spektren der aus dieser Grundserie erzeugten Teilchen-serien bzw. Prozessorserien dar und werden zur Beurteilung dieser zum Ver-gleich herangezogen. 26



4.3 ReferenzmodelleBei der Generierung einer eindimensionalen Grundserie wird im Simulati-onsprogramm ein stochastischer, zeit�aquidistant abgetasteter, autoregressi-ver Proze� 1. Ordnung G(z) = zz � �bzw. u(k) = �u(k � 1) + e(k)mit der mittelwertfreien gau�verteilten St�orung e(k) verwendet. Die statisti-schen Eigenschaften des Ausgangssignals u(k) sind durch den Koe�zienten� des autoregressiven Models und die Varianz der St�orung �2e gegeben.Die hierdurch beschreibbare spektrale Leistungsdichte des Ausgangssi-gnals Suu(f) wird als Referenz f�ur die harmonischen Analysatoren herange-zogen.Die hochau
�osenden Verfahren basieren auf der Interpolation eines konti-nuierlichen Signals. Im Simulationprogramm wird eine Interpolation 0. Ord-nung durchgef�uhrt. Dadurch werden die Varianz und der Mittelwert des Aus-gangssignals nicht ver�andert.Als Referenz f�ur die hochau
�osenden Analysatoren wird als N�aherung f�urdie spektrale Leistungsdichte des interpolierten Signals die eines kontinuier-lichen Tiefpasses erster Ordnung mitG(p) = c� + pbzw. @u(t)@t = ce(t)� �u(t)verwendet. Als Kriterium f�ur die Wahl der Parameter wird die �Ubereinstim-mung der Autokorrelationsfunktion Ruu(� ) der Ausgangssignale des interpo-lierten Abtastmodells und des kontinuierlichen Modells an den Abtaststellendes nicht interpolierten Abtastmodells gew�ahlt.F�ur die drei Modelle gilt: 27



a) AbtastmodellG(z) = zz � � (4.1)R(a)uu (� ) = �2(a)u �j� j f�ur � 2Z(4.2)#(a)uu = 11 � � (4.3)�2(a)u = �2e1 � �2 (4.4)S(a)uu (!) = �2e1 + �2 � 2� cos! (4.5)�
b) interpoliertes AbtastmodellR(b)uu(� ) = �2(b)u �bj� jc (1 � (� � bj � jc) �)(4.6)#(b)uu = 1 + �2(1 � �) (4.7)�2(b)u = �2e1 � �2 (4.8)��S(b)uu (!) = 1Z�1 R(b)uu(� )e�j!� d�= 2�2(b)u 1Xi=0 �i i+1Zi (1 � (t� i)�) cos!� d�= 2�2(b)u 1Xi=0 �i 24(1 + i�) i+1Zi cos!� d� � � i+1Zi t cos!� d�35= 2�2(b)u 1Xi=0 �i! [(1 + i�) (sin(i + 1)! � sin i!)28



�� ((i + 1) sin(i + 1)! + cos(i + 1)!�i sin i! � cos i!)] (4.9)c) kontinuierliches ModellG(p) = c� + p (4.10)R(c)uu (� ) = �2(c)u e��j� j (4.11)#(c)uu = 1� (4.12)�2(c)u = c2�2e2� (4.13)S(c)uu (!) = c2�2e�2 + !2 (4.14)	
4.4 ModellanpassungZur Angleichung des kontinuierlichen Modells an das interpolierte Abtast-modell werden ihre Autokorrelationsfunktionen gleichgesetzt.R(b)uu (� ) = R(c)uu(� ) 8 � 2Z (4.15)Es folgt: �2e1 � �2�bj� jc (1 � (� � bj � jc)�) = c2�2e2� e��j� j 8 � 2Z (4.16)und somit � = � ln� (4.17)c = s� 2 ln�1 � �2 (4.18)Die spektralen Leistungsdichten der so de�nierten Modelle sind f�ur � =0; 99 auf �2u bezogen in Abbildung 5 im Vergleich dargestellt.29



�Abbildung 5: Theoretische Ausgangsleistungsdichte des kontinuierlichen unddes zeit�aquidistanten Abtast�ltermodells f�ur � = 0; 995 Ausgew�ahlte Ergebnisse5.1 Aspekte der Auswertung und Simulationsparame-terEs wurden eindimensionale LDA-Simulationen mit Hilfe des Simulationspro-gramms ENTRY durchgef�uhrt. Es wurden Grundserie der TurbulenzgradeTU = 100%TU = 10%TU = 300%generiert.
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Dabei gelten f�ur die Generierung der Grundserien folgende Einstellungen:Turbulenzgrad: 100% 10% 300%Varianz: 1m2s�2 0; 01m2s�2 9m2s�2integrales Zeitma�: 1s 1s 1sPunkte je int. Zeitma�: 100 100 100Me�zeit: 100# 100# 100#mittl. Geschwindigkeit: 1ms�1 1ms�1 1ms�1F�ur jede Grundserie wurde die spektrale Leistungsdichte gesch�atzt. Dadie Grundserie eine �aquidistant abgetastete Geschwindigkeits-Zeit-Funktionist, ergeben die Autokovarianz-/Autokorrelationsanalyse ohne Korrektur desAbtastbias und die Resamplingmethode f�ur fres = 100#�1 identische Ergeb-nisse. Daher wurde nur der Ein
u� der Fensterfunktion auf die Methoden� Rekonstruktion und Resampling� Rekonstruktion und DFT (Fourierintegral)mit folgenden Einstellungen untersucht.Rekonstruktion und Resampling:Methode: Rekonstruktion ResamplingResamplingfrequenz: 100#�1Blockl�ange: 10; 24#Mittelungen: 100Rekonstruktion und DFT (Fourierintegral):Methode: Rekonstruktion DFT (Fourierintegral)Blockl�ange: 10; 24#Mittelungen: 100min. Frequenz: 0#�1max. Frequenz: 75#�1Anzahl1: 193Die gesch�atzten Leistungsdichtespektren werden mit den theoretischenSpektren des Abtastmodells bzw. des kontinuierlichen Modells aus Abschnitt4.3 verglichen.1Anzahl der St�utzstellen im Frequenzbereich [min. Frequenz; max. Frequenz]31



F�ur jede Grundserie wurden dann drei Teilchenserien erzeugt mit folgen-den Einstellungen:Ausdehnung des Me�volumens: 20�m 20�m 20�mTeilchenrate: konstant konstant konstantmittlere Teilchenrate: 50#�1 10#�1 1#�1F�ur die Resamplingmethode und die Rekonstruktion und DFT (Fourierin-tegral) gelten die Einstellungen wie f�ur die Spektralanalyse der Grundserien.F�ur die Autokovarianz-/Autokorrelationsmethode mit und ohne Korrekturdes durch die Abtastfunktion verursachten Bias gilt die Einstellung wie f�urdie Rekonstruktion und DFT (Fourierintegral).Es wurde der Ein
u� der Fensterfunktion und des Wichtungsverfahrensf�ur jede der Methoden� Rekonstruktion und Resampling� Rekonstruktion und DFT (Fourierintegral)� Autokovarianz-/Autokorrelationsmethode ohne Korrekturdes durch die Abtastfunktion verursachten Bias� Autokovarianz-/Autokorrelationsmethode mit Korrekturdes durch die Abtastfunktion verursachten Biasuntersucht.Die so ermittelten Spektren werden mit den Realisierungen der Sch�atzungder spektralen Leistungsdichte aus der Grundserie verglichen, da diese die be-ste Realisierung der Leistungsdichtesch�atzung aus einer daraus abgeleitetenTeilchenserie darstellen.Eine �Ubersicht �uber die zus�atzlich zu den allgemeinen Einstellungen n�oti-gen Parameter f�ur die Simulation sind den Diagrammen im Anhang C vor-angestellt.Die in Abschnitt 2 de�nierte Validierung der Bl�ocke erfolgt in allen F�allendurch minestens 2 Me�werte innerhalb eines Blockes konstanter zeitlicherAusdehnung und der De�nitionsbereich der Fensterfunktion geht �uber diegesamte Blockl�ange. Der Mittelwert, der zur Aufbereitung des Eingangsda-tensatzes zu einem mittelwertfreien Signal herangezogen wird, wird durchMittelung des Ensembles eines Blockes bestimmt.Êfug = 1N NXi=1 u(ti) (5.1)32



5.2 Auswertung der SimulationsergebnisseDer geringe Ein
u� der Fensterfunktion ist auf die Wahl der untersuchtenFrequenzen der hochau
�osenden Verfahren zur�uckzuf�uhren, da bei den ge-nannten Einstellungen kein Lecke�ekt auftritt (Abb. C.1{C.5; Abb. C.6{C.10; Abb. C.11, C.17{C.20; Abb. C.21, C.27{C.30; Abb. C.31{C.35; Abb.C.36{C.40).Die Methoden, die nicht auf der Rekonstruktion der kontinuierlichenGeschwindigkeits-Zeit-Funktion basieren, weisen eine sehr schlechte Konver-genz gegen�uber denen mit Kurvenrekonstruktion auf (Abb. C.11{C.30, C.41,C.42, C.45, C.46, C.51, C.52, C.55, C.56, C.59, C.60, C.65, C.66, C.69, C.70,C.73, C.74; Abb. C.31{C.40, C.43, C.44, C.47, C.48, C.53, C.54, C.57, C.58,C.61, C.62, C.67, C.68, C.71, C.72, C.75, C.76).Die Wichtung in der Autokovarianz-/Autokorrelationsmethode verbessertdie Sch�atzung nur f�ur niedrige Frequenzen (Abb. C.11{C.16, C.21{C.26).Es konnte der Bias, der durch die stochastische Abtastung verursachtwird, nachgewiesen werden (Abb. C.21{C.30, C.42, C.46, C.52, C.56, C.60,C.66, C.70, C.74).Der zus�atzliche Bias der Autokovarianz-/Autokorrelationsmethode, ver-ursacht durch den Bias in der Varianzsch�atzung, wird ebenfalls deutlich (Abb.C.11, C.21, C.41, C.42, C.45, C.46; Abb. C.51, C.52, C.55, C.56, C.59, C.60;Abb. C.65, C.66, C.69, C.70, C.73, C.74).Die Methoden mit Kurvenrekonstruktion ergeben Sch�atzungen der spek-tralen Leistungsdichte, die den aus der Grundserie gewonnenen sehr nahe lie-gen (Abb. C.31{C.40, C.43, C.44, C.47, C.48, C.53, C.54, C.57, C.58, C.61,C.62, C.67, C.68, C.71, C.72, C.75, C.76).Mit abnehmender Teilchenrate (ND = 1#�1) wird die Kurvenrekonstruk-tion unzuverl�assig und die Validierung der Bl�ocke gewinnt an Ein
u�, wo-durch die gesch�atzte Leistungsdichte zu gering wird (Abb. C.47, C.48, C.61,C.62, C.75, C.76).
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6 Zusammenfassung und AusblickEs wurden Methoden der Spektralanalyse station�arer, stochastischer Signalemit stochastischer Abtastung am Beispiel der Anwendung in der Laser-Dopp-ler-Anemometrie untersucht.Hierzu wurde der reale Me�proze� durch eine Rechnersimulation ersetzt.Somit sind die Ergebnisse an die verwendeten Modelle gebunden und erfor-dern eine praktische �Uberpr�ufung.Es konnte gezeigt werden, da�, im Gegensatz zur Spektralanalyse bei�aquidistanter Abtastung, die Anwendung des De�nitionsintegralsS(Def)uu (f) = limT!1E8><>: 1T ������ TZ0 u(t)e2�jft dt������29>=>; (6.1)auf die stochastisch abgetastete Funktion aufgrund des zuf�alligen Charaktersder Abtastfunktion nicht erwartungstreu ist und nur sehr lagsam konvergiert.Aufgrund der a priori bekannten physikalischen Eigenschaften der Str�o-mung ist eine Interpolation des Signals m�oglich und sinnvoll.Das so erhaltene kontinuierliche Modellsignal ist dann durch klassischeMethoden der Spektralanalyse zu bearbeiten.Die in dieser Arbeit verwendete Interpolation 0. Ordnung wies bereits,trotz der Einfachheit der Rekonstruktion, eine geringe Varianz in der Sch�at-zung auf.Die Sch�atzung ist nicht erwartungstreu, da systematische Fehler bei� geringen Teilchenraten� kurzen Me�zeitenauftreten.Voruntersuchungen in dieser Arbeit haben M�oglichkeiten der Absch�at-zung dieser Fehler ergeben.Die Ergebnisse sind Ausgangspunkt f�ur weitere Untersuchungen hinsicht-lich� kurzzeitig station�arer, stochastischer Signale� moderner Methoden der Signalrekonstruktion34



� nichtlinearer Parametersch�atzverfahren� Rechnersimulationen mit komplexen Str�omungsmodellen.
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A Ausgew�ahlte Herleitungen und BeweiseA.1 Beweis f�ur die Identit�at der gewichteten Autoko-varianzmethode und der gewichteten Autokorre-lationmethodeVoraussetzung:Seien Ŝ(5)uu (f) = T ����Pi u(ti)
0i D(ti)e2�jfti����2�Pi 1
0i�2 (A.1)(Autokovarianzmethode)und Ŝ(6)uu (f) = TPk Pr u(tk)u(tr)
0k
0r D(tk)D(tr) cos[2�f(tk � tr)]Pk Pk 1
0k
0r (A.2)(Autokorrelationsmethode)Behauptung: Ŝ(5)uu (f) = Ŝ(6)uu (f) (A.3)Beweis:Ŝ(5)uu (f) = T ����Pi u(ti)
0i D(ti)e2�jfti����2�Pi 1
0i�2= T ����Pi u(ti)
0i D(ti)(cos 2�fti + j sin 2�fti)����2�Pi 1
0i�238



= T ����Pi u(ti)
0i D(ti) cos 2�fti + jPi u(ti)
0i D(ti) sin 2�fti����2�Pi 1
0i�2= T "�Pi u(ti)
0i D(ti) cos 2�fti�2 +�Pi u(ti)
0i D(ti) sin 2�fti�2#�Pi 1
0i�2= TPk Pk 1
0k
0r "Xk Xr u(tk)u(tr)
0k
0r D(tk)D(tr) cos 2�ftk cos 2�ftr+ Xk Xr u(tk)u(tr)
0k
0r D(tk)D(tr) sin 2�ftk sin 2�ftr#= TPk Pk 1
0k
0r Xk Xr u(tk)u(tr)
0k
0r D(tk)D(tr)(cos 2�ftk cos 2�ftr+ sin 2�ftk sin 2�ftr)= TPk Pr u(tk)u(tr)
0k
0r D(tk)D(tr) cos[2�f(tk � tr)]Pk Pr 1
0k
0r= Ŝ(6)uu (f) (A.4)Somit sind die beiden Verfahren identisch. q.e.d.A.2 normierte FensterfunktionenEs wurden die Fensterfunktionen� Rechteckfenster� Dreieckfenster 39



� Hanningfenster� Hammingfenster� Blackmanfensteruntersucht.F�ur die nicht normierten Fensterfunktionen gilt:Fensterfunktion d(t)Rechteck 1Dreieck 1 � ��2 tT � 1��Hamming 1 � cos 2�tTHanning 1 � 0; 84 cos 2�tTBlackman 1 � 1; 19 cos 2�tT + 0; 19 cos 4�tTF�ur die normierten Fensterfunktionen D(t) mit 1T R T0 D2(t) dt = 1 gilt dann:D(t) = d(t)D0 (A.5)mit D0 = vuuut 1T TZ0 d2(t) dt (A.6)F�ur die Fensterfunktionen� Rechteckfenster� Hanningfenster� Hammingfenster� Blackmanfenster l�a�t sich gemeinsam schreiben:d(t) = 1 + a cos 2�tT + b cos 4�tT (A.7)40



wobei f�ur die ausgew�ahlten Fensterfunktionen dann gilt:a bRechteckfenster 0 0Hanningfenster �1 0Hammingfenster �0; 84 0Blackmanfenster �1; 19 0; 19F�ur diese Fensterfunktionen gilt:TZ0 d2(t) dt = TZ0 �1 + a cos 2�tT + b cos 4�tT �2 dt= TZ0 �1 + a2 cos2 2�tT + b2 cos2 4�tT + 2a cos 2�tT+2b cos 4�tT + 2ab cos 2�tT cos 4�tT � dt= T �1 + a22 + b22 � (A.8)F�ur das Dreiecksfenster gilt:TZ0 d2(t) dt = TZ0 �1 � 2 ���� tT � 1�����2 dt= 2 T2Z0 �2 tT �2 dt= 8 T2Z0 � tT�2 dt= T3 (A.9)41



Damit gelten f�ur die Fensterfunktionen die NormierungsfaktorenFensterfunktion D0Rechteck 1Dreieck q13Hamming p1; 5Hanning p1; 3528Blackman p1; 7261A.3 Turbulenzspektrumbestimmung �uber Fourierinte-gral bei Signalrekonstruktion durch Approximati-on 0. Ordnung f�ur ausgew�ahlte FensterfunktionenF�ur die spektrale Leistungsdichte gilt:Ŝ(12)uu = 1T ������ NN � 1 N�1Xi=1 ti+1Zti u(t)D(t)e2�jft dt������2 (A.10)F�ur die Signalrekonstruktion durch Approximation 0. Ordnung gilt die An-nahme: u(t) = u(ti) in [ti; ti+1)Dann gilt f�ur die spektrale Leistungsdichte:Ŝ(12)uu = 1T ������ NN � 1 N�1Xi=1 ti+1Zti u(ti)D(t)e2�jft dt������2= 1T ������ NN � 1 N�1Xi=1 u(ti) ti+1Zti D(t)e2�jft dt������2 (A.11)wobei f�ur die im Simulationsprogramm realisierten Fensterfunktionen gilt:42



D(t) = 8>>>>>><>>>>>>: 1 (Rechteckfenster)p3 �1 � ��2 tT � 1��� (Dreieckfenster)1�cos2� tTp1;5 (Hanningfenster)1�0;84cos2� tTp1;3528 (Hammingfenster)1�1;19cos2� tT +0;19cos4� tTp1;7261 (Blackmanfenster)F�ur die Fensterfunktionen� Rechteckfenster� Hanningfenster� Hammingfenster� Blackmanfenster l�a�t sich gemeinsam schreiben:D(t) = 1 + a cos 2�tT + b cos 4�tTD0 (A.12)wobei f�ur die ausgew�ahlten Fensterfunktionen dann gilt:a b D0Rechteckfenster 0 0 1Hanningfenster �1 0 p1; 5Hammingfenster �0; 84 0 p1; 3528Blackmanfenster �1; 19 0; 19 p1; 7261Dann folgt f�ur f 6= 0:ti+1Zti D(t)e2�jft dt= 1D0 24 ti+1Zti e2�jft dt + a ti+1Zti cos 2�tT e2�jft dt + b ti+1Zti cos 4�tT e2�jft dt35= � j2D0 � 1�f �e2�jfti+1 � e2�jfti�43



+ a2�f + 2�T he(2�f+ 2�T )jti+1 � e(2�f+ 2�T )jtii+ a2�f � 2�T he(2�f� 2�T )jti+1 � e(2�f� 2�T )jtii+ b2�f + 4�T he(2�f+ 4�T )jti+1 � e(2�f+ 4�T )jtii+ b2�f � 4�T he(2�f� 4�T )jti+1 � e(2�f� 4�T )jtii� (A.13)F�ur f = 0 folgt: ti+1Zti D(t)e2�jft dt= 1D0 24 ti+1Zti dt + a ti+1Zti cos 2�tT dt + b ti+1Zti cos 4�tT dt35= 1D0 �ti+1 � ti+aT2� �sin 2�ti+1T � sin 2�tiT �+bT4� �sin 4�ti+1T � sin 4�tiT �� (A.14)F�ur die Dreieckfensterfunktion gilt:D(t) = p3�1 � ����2 tT � 1����� (A.15)Dann folgt f�ur f 6= 0:ti+1Zti D(t)e2�jft dt = 2p32664 ti+1+0;5T2 ���� ti+1�0;5T2 ���Zti+0;5T2 �j ti�0;5T2 j tT e2�jft dt+ ti+1+0;5T2 +��� ti+1+0;5T2 ���Zti+0;5T2 +j ti+0;5T2 j �1 � tT � e2�jft dt3775 (A.16)44



Mit der Substitutiona = ti + 0; 5T2 � ����ti � 0; 5T2 ���� (A.17)b = ti+1 + 0; 5T2 � ����ti+1 � 0; 5T2 ���� (A.18)c = ti + 0; 5T2 + ����ti + 0; 5T2 ���� (A.19)d = ti+1 + 0; 5T2 + ����ti+1 + 0; 5T2 ���� (A.20)folgt: ti+1Zti D(t)e2�jft dt= 2p324 1T bZa te2�jft dt + dZc e2�jft dt + 1T dZc te2�jft dt35= p32�2f2 � 1T (1 � 2�jfb)e2�jfb � 1T (1 � 2�jfa)e2�jfa+ 2�jfe2�jfc � 2�jfe2�jfd+ 1T (1 � 2�jfc)e2�jfc � 1T (1 � 2�jfd)e2�jfd�= p32T�2f2 �(1 � 2�jfb)e2�jfb � (1 � 2�jfa)e2�jfa+ (1 + 2�jf(T � c)) e2�jfc � (1 + 2�jf(T � d)) e2�jfd� (A.21)F�ur f = 0 und die Substitutionen (A.17) bis (A.20) folgt:ti+1Zti D(t)e2�jft dt = 2p324 1T bZa t dt + dZc dt� 1T dZc t dt35= 2p3 � 12T (b2 � a2) + (d � c) � 12T (d2 � c2)�45



= p3T (b2 � a2) + 2p3(d� c) � p3T (d2 � c2) (A.22)A.4 Ausgew�ahlte IntegraleZ cos2 2n�tT dt= 12 � T2n� sin 2n�tT cos2n�tT + t�= 12 � T4n� sin 4�tT + t� (A.23)TZ0 cos2 2n�tT dt= 12 � T4n� sin 4�tT + t�T0= T2 (A.24)Z cos 2n�tT dt= T2n� sin 2n�tT (A.25)TZ0 cos 2n�tT dt= � T2n� sin 2�tT �T0= 0 (A.26)Z cos 2�tT cos 4�tT dt= Z cos 2�tT �2 cos2 2�tT � 1� dt= 2Z cos3 2�tT dt� Z cos 2�tT dt46



= 23 � T2� sin 2�tT cos2 2�tT + 2Z cos 2�tT dt� � Z cos 2�tT dt= 13 �T� sin 2�tT cos2 2�tT + T2� sin 2�tT � (A.27)TZ0 cos 2�tT cos 4�tT dt= 13 �T� sin 2�tT cos2 2�tT + T2� sin 2�tT �T0= 0 (A.28)Z � tT�2 dt= T3 � tT�3 (A.29)T2Z0 � tT�2 dt= T3 "� tT�3#T20= T24 (A.30)Z cos n�tT e2�jft dt= Z cos 2�ft cos n�tT dt + j Z sin 2�ft cos n�tT dt= 12 (sin ��2�f + n�T � t�2�f + n�T + sin ��2�f � n�T � t�2�f � n�T )�j2 (cos ��2�f + n�T � t�2�f + n�T + cos ��2�f � n�T � t�2�f � n�T )= �j2 � 12�f + n�T ej(2�f+n�T )t + 12�f � n�T ej(2�f�n�T )t� (A.31)47



bZa cos n�tT e2�jft dt= �j2 � 12�f + n�T hej(2�f+n�T )b � ej(2�f+n�T )ai+ 12�f � n�T hej(2�f�n�T )b � ej(2�f�n�T )ai� (A.32)Z te2�jft dt= 12�jf �te2�jft � Z e2�jft dt�= 12�jf �te2�jft � 12�jf e2�jft�= �j2�f te2�jft + 14�2f2 e2�jft= 1 � 2�jft4�2f2 e2�jft (A.33)bZa te2�jft dt= 1 � 2�jfb4�2f2 e2�jfb � 1 � 2�jfa4�2f2 e2�jfa (A.34)Z e2�jft dt= 12�jf e2�jft= � 2�jf4�2f2 e2�jft (A.35)bZa e2�jft dt= 2�jf4�2f2 �e2�jfa � e2�jfb� (A.36)48



B Parameter des SimulationsprogrammsGrundserie 1DVarianz Varianz der Str�omungsgeschwindigkeit in m2s2integrales Zeitma� integrales Zeitma� der Str�omungsgeschwin-digkeit in sPunkte je int. Zeitma� Anzahl der Samples pro integralem Zeitma�der Str�omungsgeschwindigkeit in 1#Me�zeit (in int. Zeitma�en) Me�zeit in Vielfachen des integralen Zeit-ma�es der Str�omungsgeschwindigkeit (ein-heitenlos)mittlere Geschwindigkeit mittlere Str�omungsgeschwindigkeit in msGrundserie 3DKovarianzen (Matrix)Auto- und Kreuzkovarianzen der Komponen-ten der Str�omungsgeschwindigkeit in m2s2integrales Zeitma� (Matrix; nur Hauptdiagonale vorgebbar)integrale Zeitma�e der Komponenten derStr�omungsgeschwindigkeit in sPunkte je int. Zeitma� (Matrix; nur Wert f�ur Me�richtung vorgeb-bar)Anzahl der Samples pro integralem Zeitma�der Me�komponente der Str�omungsgeschwin-digkeit in 1#uuMe�zeit (in int. Zeitma�en) (Matrix; nur Wert f�ur Me�richtung vorgeb-bar)Me�zeit in Vielfachen des integralen Zeitma-�es der Me�komponente der Str�omungsge-schwindigkeit (einheitenlos)mittlere Geschwindigkeit (Vektor)mittlere Str�omungsgeschwindigkeit in ms49



Teilchenserie 1D/3DAusdehnung des Me�volumensx (Me�richtung) Ausdehnung des Me�volumens in Me�rich-tung (Vollachse) in my (nur 3D)Me�volumenausdehnung senkrecht zurMe�richtung und senkrecht zur optischenAchse (Vollachse) in mz (optische Achse) (nur 3D)Me�volumenausdehnung in Richtung deroptischen Achse (Vollachse) in mmittl. Teilchenrate mittlere Teichenrate in 1#Abh�angigkeit der Teilchenr. (nur 3D)Die Teilchenrate wird als Funktion voneinem gewichteten Betrag der Str�omungs-geschwindigkeit nachj~vgew(t)j = pk2uu2 + k2vv2 + k2ww2x-Richtung Abh�angigkeit der Teilchenrate von deru-Komponente der Str�omungsgeschwindig-keity-Richtung dto. v-Komponentez-Richtung dto. w-KomponenteAnstieg (Betrag) Anstieg der Teilchenrate in #�1ms�1Geschwindigkeit beim Sprung Geschwindigkeit bei der ein Teilchenraten-sprung auftritt in msmin. Teilchenrate minimale Teilchenrate in 1#max. Teilchenrate maximale Teilchenrate in 1#Teilchenratenhub �Anderung der Teilchenrate beim Sprung in1#GrundserieTeilbereichvon Anfangszeit in Vielfachen des integralenZeitma�es (einheitenlos)bis Endzeit in Vielfachen des integralen Zeit-ma�es (einheitenlos)50



Prozessorserie 1D/3DMinimum der Perioden Anzahl der zur Me�wertgewinnung n�otigenPerioden (einheitenlos)Maximum der Perioden Anzahl der Perioden, nach der der Prozessorzur�uckgesetzt wird (einheitenlos)R�ucksetzdelaytime Totzeit zum R�ucksetzen des Prozessors in sInterferenzstreifenabstand in mShiftfrequenz in Hz�Ubertragungsdelaytime Totzeit zum �Ubertragen eines Me�wertes aneinen Rechner in sPu�erl�ange Anzahl der zwischenzuspeichernden Me�wer-te (einheitenlos)Abtastfrequenz Frequenz mit der ein getakteter Prozessorabgefragt wird oder mit der ein Datensatzabgetastet wird in HzSpektral-Sch�atzungResamplingfreq. Frequenz mit der ein Datensatz �aquidistantabgetastet wird in 1#Blockl�ange Anzahl der Samples pro Block (einheitenlos)bzw. Me�zeit eines Blocks in #Mittelungen Anzahl der zur Blockmittelung heranzuzie-henden Bl�ocke (einheitenlos)min. Freq. minimale zu analysierende Frequenz in 1#max. Freq. maximale zu analysierende Frequenz in 1#Anzahl Anzahl der St�utzstellen im Frequenzbereich[min. Freq.; max. Freq.] (einheitenlos)
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C Ausgew�ahlte Ergebnisse zu Untersuchun-gen der Sch�atzalgorithmen�Ubersicht �uber die Spektralsch�atzungen:Abb. von TU ND Methode Fensterfkt. WichtungC.1 GS 100% { Rek. und Res. Rechteck {C.2 GS 100% { Rek. und Res. Dreieck {C.3 GS 100% { Rek. und Res. Hanning {C.4 GS 100% { Rek. und Res. Hamming {C.5 GS 100% { Rek. und Res. Blackman {C.6 GS 100% { Rek. und DFT Rechteck {C.7 GS 100% { Rek. und DFT Dreieck {C.8 GS 100% { Rek. und DFT Hanning {C.9 GS 100% { Rek. und DFT Hamming {C.10 GS 100% { Rek. und DFT Blackman {C.11 TS 100% 50#�1 Kov. mit Biask. Rechteck keineC.12 TS 100% 50#�1 Kov. mit Biask. Rechteck DTC.13 TS 100% 50#�1 Kov. mit Biask. Rechteck TAC.14 TS 100% 50#�1 Kov. mit Biask. Rechteck VWC.15 TS 100% 50#�1 Kov. mit Biask. Rechteck SHC.16 TS 100% 50#�1 Kov. mit Biask. Rechteck NAC.17 TS 100% 50#�1 Kov. mit Biask. Dreieck keineC.18 TS 100% 50#�1 Kov. mit Biask. Hanning keineC.19 TS 100% 50#�1 Kov. mit Biask. Hamming keineC.20 TS 100% 50#�1 Kov. mit Biask. Blackman keineC.21 TS 100% 50#�1 Kov. ohne Biask. Rechteck keineC.22 TS 100% 50#�1 Kov. ohne Biask. Rechteck DTC.23 TS 100% 50#�1 Kov. ohne Biask. Rechteck TAC.24 TS 100% 50#�1 Kov. ohne Biask. Rechteck VWC.25 TS 100% 50#�1 Kov. ohne Biask. Rechteck SHC.26 TS 100% 50#�1 Kov. ohne Biask. Rechteck NAC.27 TS 100% 50#�1 Kov. ohne Biask. Dreieck keineC.28 TS 100% 50#�1 Kov. ohne Biask. Hanning keineC.29 TS 100% 50#�1 Kov. ohne Biask. Hamming keineC.30 TS 100% 50#�1 Kov. ohne Biask. Blackman keine52



Abb. von TU ND Methode Fensterfkt. WichtungC.31 TS 100% 50#�1 Rek. und Res. Rechteck {C.32 TS 100% 50#�1 Rek. und Res. Dreieck {C.33 TS 100% 50#�1 Rek. und Res. Hanning {C.34 TS 100% 50#�1 Rek. und Res. Hamming {C.35 TS 100% 50#�1 Rek. und Res. Blackman {C.36 TS 100% 50#�1 Rek. und DFT Rechteck {C.37 TS 100% 50#�1 Rek. und DFT Dreieck {C.38 TS 100% 50#�1 Rek. und DFT Hanning {C.39 TS 100% 50#�1 Rek. und DFT Hamming {C.40 TS 100% 50#�1 Rek. und DFT Blackman {C.41 TS 100% 10#�1 Kov. mit Biask. Rechteck keineC.42 TS 100% 10#�1 Kov. ohne Biask. Rechteck keineC.43 TS 100% 10#�1 Rek. und Res. Rechteck {C.44 TS 100% 10#�1 Rek. und DFT Rechteck {C.45 TS 100% 1#�1 Kov. mit Biask. Rechteck keineC.46 TS 100% 1#�1 Kov. ohne Biask. Rechteck keineC.47 TS 100% 1#�1 Rek. und Res. Rechteck {C.48 TS 100% 1#�1 Rek. und DFT Rechteck {C.49 GS 300% { Rek. und Res. Rechteck {C.50 GS 300% { Rek. und DFT Rechteck {C.51 TS 300% 50#�1 Kov. mit Biask. Rechteck keineC.52 TS 300% 50#�1 Kov. ohne Biask. Rechteck keineC.53 TS 300% 50#�1 Rek. und Res. Rechteck {C.54 TS 300% 50#�1 Rek. und DFT Rechteck {C.55 TS 300% 10#�1 Kov. mit Biask. Rechteck keineC.56 TS 300% 10#�1 Kov. ohne Biask. Rechteck keineC.57 TS 300% 10#�1 Rek. und Res. Rechteck {C.58 TS 300% 10#�1 Rek. und DFT Rechteck {C.59 TS 300% 1#�1 Kov. mit Biask. Rechteck keineC.60 TS 300% 1#�1 Kov. ohne Biask. Rechteck keine
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Abb. von TU ND Methode Fensterfkt. WichtungC.61 TS 300% 1#�1 Rek. und Res. Rechteck {C.62 TS 300% 1#�1 Rek. und DFT Rechteck {C.63 GS 10% { Rek. und Res. Rechteck {C.64 GS 10% { Rek. und DFT Rechteck {C.65 TS 10% 50#�1 Kov. mit Biask. Rechteck keineC.66 TS 10% 50#�1 Kov. ohne Biask. Rechteck keineC.67 TS 10% 50#�1 Rek. und Res. Rechteck {C.68 TS 10% 50#�1 Rek. und DFT Rechteck {C.69 TS 10% 10#�1 Kov. mit Biask. Rechteck keineC.70 TS 10% 10#�1 Kov. ohne Biask. Rechteck keineC.71 TS 10% 10#�1 Rek. und Res. Rechteck {C.72 TS 10% 10#�1 Rek. und DFT Rechteck {C.73 TS 10% 1#�1 Kov. mit Biask. Rechteck keineC.74 TS 10% 1#�1 Kov. ohne Biask. Rechteck keineC.75 TS 10% 1#�1 Rek. und Res. Rechteck {C.76 TS 10% 1#�1 Rek. und DFT Rechteck {Hierbei bedeuten:GS GrundserieTS TeilchenserieRek. und Res. Rekonstruktion und ResamplingRek. und DFT Rekonstruktion und DFT (Fourierintegral)Kov. mit Biask. Autokovarianz-/Autokorrelationsmethode mitKorrektur des durch die Abtastfunktionverursachten BiasKov. ohne Biask. Autokovarianz-/Autokorrelationsmethode ohneKorrektur des durch die Abtastfunktionverursachten BiasDT Zeitdi�erenzwichtungTA AufenthaltszeitwichtungVW GeschwindigkeitswichtungSH Sample-&-Hold-WichtungNA Wichtung nach NakoaIn den Diagrammen ist jeweils die in obiger Tabelle enthaltene spektraleLeistungsdichte durch Sternchen gekennzeichnet.54



Die Linie ohne Kennzeichnung ist die Vergleichsleistungsdichte. Diese istf�ur die Sch�atzung der Leistungsdichte der Grundserie die Leistungsdichte desSignalmodells.Sch�atzmethode VergleichsmodellRekonstruktion und Resampling AbtastmodellRekonstruktion und DFT (Fourierintegral) kontinuierliches ModellAutokovarianz-/Autokorrelationsmethode mitKorrektur des durch die Abtastfunktion kontinuierliches Modellverursachten BiasAutokovarianz-/Autokorrelationsmethode ohneKorrektur des durch die Abtastfunktion kontinuierliches Modellverursachten BiasAls Referenz f�ur die Leistungsdichtesch�atzung der Teilchenserie wird dieRealisierung der Leistungsdichtesch�atzung der zugrundeliegenden Grundseriemittels der gleichen Methode und Fensterfunktion verwendet.
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�Abbildung C.1: Grundserie TU = 100%,Rekonstruktion und Resampling, Rechteckfenster
�Abbildung C.2: Grundserie TU = 100%,Rekonstruktion und Resampling, Dreieckfenster56



�Abbildung C.3: Grundserie TU = 100%,Rekonstruktion und Resampling, Hanning-Fenster
�Abbildung C.4: Grundserie TU = 100%,Rekonstruktion und Resampling, Hamming-Fenster57



	Abbildung C.5: Grundserie TU = 100%,Rekonstruktion und Resampling, Blackman-Fenster

Abbildung C.6: Grundserie TU = 100%,Rekonstruktion und DFT (Fourierintegral), Rechteckfenster58
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