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1 EINFUHRUNG

Bei der Analyse von LDA-Daten, insbesondere bei Korrelations- und Spektralanalysen, gibt es
derzeit eine Vielzahl von Verfahren, die auf einer Signalrekonstruktion und einer anschlieflen-
den dquidistanten Abtastung und Verarbeitung durch klassische Algorithmen, wie der FFT,
basieren [1,2,3,9,10,13,15,16]. Die z. T. sehr komplexen Verfahren sind fiir die adiquate Rekon-
struktion des Geschwindigkeits-Zeit-Verlaufs (im folgenden kurz ,,Geschwindigkeitsverlauf“) der
Stromung ausgelegt. Die statistischen Kennwerte des rekonstruierten Geschwindigkeitsverlaufs
kénnen jedoch stark vom Originaldatensatz abweichen. Im Falle der Abschidtzung von spektralen
Leistungsdichten zeigt sich eine Zunahme der Korrelation, hervorgerufen durch die Rekonstruk-
tion, was prinzipiell einer Tiefpaffilterung entspricht [1,11]. Dieser Effekt wirkt sich dramatisch
bei niedrigen Datenraten n aus, da er den auswertbaren Frequenzbereich auf f < n/27% ein-
schrankt. Zudem ist das Resultat der Filterung leicht fehlinterpretierbar, da es dem erwarteten
Spektrum einer Stréomung sehr nahe kommt, jedoch in Wirklichkeit nur gefiltertes Rauschen ist.
Im Beitrag wird ein Verfahren der Abschidtzung und Korrektur von systematischen Fehlern bei
der Korrelations- und Spektralanalyse von Geschwindigkeitsverlaufen vorgestellt, die aus LDA-
Datensidtzen durch Proportional-Ein-Punkt-Rekonstruktion hervorgehen. Hierzu gehéren alle
Verfahren, bei denen der aktuelle Rekonstruktionswert zu jedem beliebigen Zeitpunkt ausschlief}-
lich von dem unmittelbar vorangehenden LDA-Meflwert abhidngt und zu diesem proportional
ist. Exemplarisch seien bekannte Verfahren wie die Sample-and-Hold-Rekonstruktion (S+H) [1]
oder die Exponential-Interpolation (AR1) [9] genannt. Verfahren wie die lineare Interpolation,
Spline-Interpolation oder komplexe Verfahren wie die fraktale Rekonstruktion [13] sind hierin
nicht enthalten, da ihr Rekonstruktionsergebnis von zwei oder mehr LDA-Mefiwerten abhdngt.

2 VERFAHREN ZUR FEHLERABSCHATZUNG UND KORREKTUR

Ein aufgenommener LDA-Datensatz wird zunichst mit Hilfe einer Proportional-Ein-Punkt-
Rekonstruktion und anschlieBendem Resampling in einen dquidistanten Datensatz iiberfiihrt.
Von diesem wird dann durch klassische Verfahren die Autokorrelationsfunktion (AKF') bestimmt.
Aus der Kenntnis der Abtaststatistik eines LDA-Datensatzes wird die AKF des rekonstruierten
und wiederabgetasteten Datensatzes in Abhdngigkeit von der AKF der kontinuierlichen, noch
nicht durch das LDA abgetasteten Geschwindigkeits-Zeitverlauf der Stréomung (im folgenden
kurz ,,Stromungsverlauf*) vorhergesagt. Dies geschieht in Anlehnung an die in [1] dargestellte
Abschitzung, jedoch fiir den bereits wiederabgetasteten Datensatz.

In einem zweiten Schritt wird diese Vorhersage invertiert (entfaltet). Dadurch lassen sich die
systematischen Fehler der stochastischen Abtastung durch das LDA und der anschlieenden
Rekonstruktion korrigieren, wodurch sich eine Verbesserung der geschitzten AKF ergibt.

2.1 Rekonstruktionsvorschrift und erste Abschatzung der Autokorrelationsfunktion

Die Datenvorverarbeitung umfafit zwei zeitliche Prozesse: 1.) die stochastischen Zeitpunkte der
LDA-MeSBereignisse ¢r,pa;; und 2.) die dquidistanten Abtastzeitpunkte &; nach dem Resamp-
ling. Die zeitliche Aufldsung beim Resampling begrenzt den Frequenzbereich des resultierenden
Spektrums. Sie sollte grofi genug gewdhlt werden, damit die Differenz zwischen Auftreten eines
Meflereignisses t;,pa;; und Wirkung im wiederabgetasteten Datensatz ¢; vernachléssigbar wird,
so daB trpay =t und urpay = u(t;) (uppay — der vom LDA gemessenen Geschwindigkeits-
wert; u(t) — Stromungsverlauf), da die Information iiber den zeitlichen Verlauf der Stréomungs-
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Abbildung 1: Prinzipieller Zusammenhang zwischen dem Auftreten eines Mefereignisses und
dem wiederabgetasteten Datensatz

Verfahren Funktion frpx (& —t;)
Sample-and-Hold-Rekonstruktion 1

Autoregressive Rekonstruktion 1. Ordnung (AR1) | ¢’
Modellbasierte Rekonstruktion pModell(§; — i)

pModet(§; — i) — normierte Autokorrelationsfunktion des Modells

Tabelle 1: Ausgew&hlte Rekonstruktionsvorschriften

geschwindigkeit zwischen dem Mefereignis ¢;,pa;; und dem Abtastzeitpunkt des Resamplers ¢;
beim Resampling verlorengeht (Vgl. Abb. 1). In den folgenden Herleitungen wird diese zeitliche
Auflésung normiert, so daf§ §; = j gilt. In Abb. 1 ist der prinzipielle Zusammenhang zwischen
dem Auftreten eines Meflereignisses und dem wiederabgetasteten Datensatz dargestellt.

Die Rekonstruktion zu den Zeitpunkten ; erfolgt nach der Vorschrift

urpK (1) = urpay; [REK (&5 — 1) (1)
mit t;—1 <trpa; <t; <& <tiz1—1 <trpaji+1 < ti41. Die Rekonstruktionsfunktion frpx ist
zeit-, aber nicht meffwertabhidngig. Fiir ausgewdhlte Rekonstruktionsverfahren sind in Tabelle 1
diese Funktionen zusammengestellt.

Fiir die AKF des rekonstruierten und wiederabgetasteten Datensatzes gilt:

Rrpk(m1372) = E{urpk (11)urex(72) } (2)

Fiir eine angenommene Prozefstationaritit kann die AKFE als
Rrpk (1) = E{urpk (§)urer (§+ 7)) (3)

geschrieben werden, was fiir einen endlichen Datensatz durch
Rppx (T = Z ureK (&)urEr (& +T) (4)

abzuschitzen ist.

2.2 Vorhersage der Autokorrelationsfunktion des rekonstruierten Datensatzes
Die Statistik der Abtastung des Geschwindigkeitsverlaufs bei LDA-Messungen wurde in [4] und
[5] ausfiihrlich untersucht. Die Intervalle zwischen zwei Mefereignissen sind demnach exponenti-
alverteilt mit einer zeitvarianten mittleren Abtastrate n. Unter der Annahme der Zeitinvarianz
von n ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit des Auftretens keines Mefwertes (n = 0) innerhalb
des Intervalls [¢;;€;) p(n=0:t:;) = e~ (&—t) (5)
und fiir das Auftreten mindestens eines MeBereignisses (n > 1) innerhalb des Intervalls [¢;;&;)
p(n > 1;t565) = 1— e &0 (6)
Fiir die Untersuchung des statistischen Zusammenhanges zweier Werte des rekonstruierten Da-
tensatzes zu den Zeitpunkten 71 und 75 sind zwei Fille zu unterscheiden:

1. Vor 7 existiert ein Mefwert zum Zeitpunkt ty,pa,; mit ¢; — 1 <tppag <t < 71 und kein
weiterer Mefiwert innerhalb [t1;71) und zwischen 7 und 7, existiert ein LDA-Mefiwert zum
Zeitpunkt trpas mit 7 <ty —1 <tppap < ta < 79 und kein weiterer Meflwert innerhalb



[t2;72) (vgl. Abb. 1). Dann ist

urEK(T1) = vrpasa fREK (1 — 1)

urEK (T2) = urpa2 fREK (T2 — L2) (7)
mit der Verbundwahrscheinlichkeit
pi(Tii Tt te) = (1 - 6_ﬁ>2 emHntT2mh=t) (8)

2. Vor 7y existiert ein Mefiwert zum Zeitpunkt t;,pay mit ¢4 — 1 <tppay <ty < 7 und kein
weiterer Meflwert innerhalb [¢1; 72) (zwischen 71 und 73 kein weiterer Mefiwert). Dann ist

urEK(T1) = vrpasa fREK (1 — 1)

urEK (T2) = urpa; fREK (T2 — 11) 9)
mit der Verbundwahrscheinlichkeit
pa(rismasty) = (1 - e_ﬁ) (i) (10)

Fiir die Autokorrelationsfunktion des rekonstruierten Datensatzes gilt nach (2):
Rrek (T3 72) Zt 1, Z:_T +1 E{u(ty) frex (11 — t1)u(te) frREK (T2 — t2) } pr(71; T25 15 t2)
-I-Z Eut) frex (n = L) u(t) frex (T2 = L)} p2(7is T ) (11)

mit dem Anfang des Gesamtprozesses bei Ty. Fiir angenommene Prozefistationaritdt und hin-
reichend grofler Strémungsvorgeschichte (75 — —oo) kann ein zeitlicher Bezug durch 74 = 0
gesetzt werden. Dann folgt aus (3):

Rrpr(r Ztl . th Bt frex (=t)u(te) fRER (T = 2); p1(0; 75115 o)
-I-Z _ Elut) frex(=t)u(ty) frer (T = 1) } p2(0; 73 1)
= Ztl - Z Ryu(t2 — t1) frEx (—11) fREK (T — 2) p1(0; T3 t13 t2)

‘|‘Z (0) frEx (—t1) [REK (T — 1) p2(0; T3 1) (12)

Dies ist ein Ausdruck in Abhanglgkelt von der AKF des Strémungsverlaufs.

Diese Vorhersage wurde mit Hilfe von Rechnersimulationen [6,7] verifiziert. Hierbei wurde die
stochastische Abtastung durch das LDA, ausgehend von einem Stromungsverlauf mit bekannter
AKF, simuliert. Der LDA-Datensatz wurde mit verschiedenen Funktionen rekonstruiert, wieder-
abgetastet und einer Korrelationsanalyse unterzogen. Die nach (4) geschitzte und die nach (12)
vorhergesagte AKF wurden Fourier-transformiert. Die entsprechenden Leistungsdichten wurden
untereinander und mit der Leistungsdichte des zugrundegelegten Stromungsverlaufs verglichen.
In Abb. 2sind links die Leistungsdichten der verschiedenen Prozesse fiir ausgewihlte Rekonstruk-
tionsverfahren gegeniibergestellt. Es zeigt sich eine deutliche Ubereinstimmung der Vorhersage
mit der Schidtzung aus dem rekonstruierten Datensatz. Die in [1] und [11] beschriebene Tief-
paffilterung ab /27 ist deutlich sichtbar. Zudem werden Fehler auch unterhalb dieser Grenze
sichtbar, was im Falle der Sample-and-Hold-Rekonstruktion (S+H) dem in [1] erwdhnten Step-
Noise entspricht. Im Falle der Rekonstruktionen mit autoregressiven Modellen erster (AR1) und
zweiter Ordnung (AR2) ist eine Verringerung der geschdtzten Gesamtvarianz sichtbar, was der
in [11] beschriebenen Verdnderung der statistischen Mittelwerte fiir Rekonstruktionsfunktionen
mit héherer Ordnung entspricht.

2.3 Entfaltung der Autokorrelationsfunktion
Mit Hilfe der Substitution £ =t; —¢; kann (12) als

Rrp(r) = Ru(0) Y, (- e — (0730
+ ZZ; R () ZZT fREIx (€ —t2) frec(T = t2)p1(05 7582 = &512)  (13)

geschrieben werden, welches ein lineares Gleichungssystem

Rpre(T) = §Ruu(T) (14)
von der AKF Ry, (7) des Stromungsverlaufs darstellt. Durch Invertierung der Matrix § kann
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Abbildung 2: Spektrale Leistungsdichten rekonstruierter LDA-Datensédtze mit verschiedenen
Rekonstruktionsfunktionen (S+H, AR1, AR2) ohne (links) und mit Entfaltung (rechts) mit
n = 0.316 und 7" = 10000

aus der geschitzten AKF ]%REK(T) des rekonstruierten Datensatzes die modifizierte Schitzung
Rppr(7) =3 ' Rrex(7) (15)

abgeleitet werden, die ein erwartungstreuer Schitzer der AKF Ry, (7) des Stromungsverlaufs
ist, wie unten nachgewiesen. Die spektrale Leistungsdichte wird dann aus dieser verbesserten
Schédtzung der AKF durch Fourier-Transformation berechnet.

Fiir die in Abschnitt 2.2 beschriebenen Rechnersimulationen wurde diese Entfaltung der ge-
schitzten AKF durchgefithrt. In Abb. 2 sind rechts die Resultate von (15) der verschiedenen
Rekonstruktionsverfahren den AKF-Schétzungen ohne Entfaltung gegeniibergestellt. Der erwar-
tete Verlauf wird deutlich besser angendhert. Die vergrofierte Streuung der Einzelschidtzung 146t
sich durch die Aufhebung des Filtereffektes erkldren, der ohne Entfaltung dominant ist. Es wird
ohne Entfaltung somit lediglich statistisch sicherer falsch gemessen.

Die Erwartungstreue des neuen Schétzers wird in Abb. 3 deutlich. Hier sind Erwartungswert
und Varianz des Schétzers mit ausgewdhlten Rekonstruktionsfunktionen fiir eine bestimmte Fre-
quenz, jedoch fiir unterschiedliche Datenraten, im Vergleich mit der bekannten direkten Spek-
tralschdtzung (DIR) [8,12,14] dargestellt. Alle Rekonstruktionsverfahren liefern mit der beschrie-
ben Entfaltung Schitzergebnisse ohne systematische Abweichungen (Abb. 3a). Der zufillige Feh-
ler ist deutlich kleiner als beim direkten Verfahren (Abb. 3b). Die AR1- und AR2-Rekonstruktion

stellt eine etwas bessere Anpassung an den simulierten Prozefl dar als die S+H-Rekonstruktion,
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Abbildung 3: Erwartungswert und Varianz der spektralen Leistungsdichte rekonstruierter LDA-
Datensétze mit verschiedenen Rekonstruktionsfunktionen (S+H, AR1, AR2) in Abhédngigkeit
von der Datenrate n im Vergleich mit der direkten Analyse (DIR) (f = 0.039; 100 Realisierungen
iiber 7" = 10000)
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Abbildung 4: Spektrale Leistungsdichte aufgenommener LDA-Datensdtze nach S+H-
Rekonstruktion ohne Entfaltung mit a) n = 7100s™! und b) 7 = 314s~! im Vergleich mit
der HDA-Messung

wodurch die Schitzung bei AR1 und AR2 eine etwas geringere Varianz aufweist als bei S+H.
Diese unwesentlichen Unterschiede lassen darauf schlieflen, dafi das Ergebnis beinahe unbeein-
flufit von der Anpassung des Rekonstruktionsverlaufs an den zugrundeliegenden Prozef ist. Dies
deutet auf eine Elimination der systematischen Fehler im Zusammenhang mit der Rekonstruk-
tion hin.

Zur experimentellen Verifikation wurde in einem turbulenten Freistrahl mit einem LDA und
parallel hierzu, als Referenz, mit einem Hitzdrahtanemometer gemessen.

In Abb. 4 sind die FErgebnisse der Spektralschdtzung ohne die Entfaltung der AKF dargestellt.
Der erwartete Filtereffekt oberhalb von 7 /27 ist deutlich zu erkennen. In Abb. 4b ist die Daten-
rate so niedrig, dafi die Einschrdnkung des Frequenzbereichs auf etwa 50 H z eine Auswertung
des Spektrums unméglich macht.

In Abb. 5 sind die Spektralschétzungen dieser Datensidtze mit Entfaltung der AKF zusammen-
gefalit. Zusdtzlich wurde ein Datensatz mit hoher Datenrate und zusétzlichem Prozefirauschen
(Ubersteuerung des Counters) aufgenommen sowie ein Ausschnitt aus dem LDA-Datensatz mit
niedriger Datenrate untersucht. Zunichst wird die oben erwdhnte verbesserte Anndherung an
den erwarteten Verlauf sowie die gréfiere Schitzunsicherheit durch Aufhebung des Filtereffekts
sichtbar. Jedoch {iberlagern sich hier zwei Rauschquellen, die die untere Grenze der Leistungs-
dichteabschitzung definieren:

1. Das Rauschen der LDA-Meftechnik [2,15] ist ein systematischer Fehler im Leistungsdichte-
spektrum, der nicht durch l&ingere Messung verschwindet. Die unmittelbare Widerspiegelung
des zusitzlichen Rauschens bei der Signalaufnahme im Spektrum (Abb. 5a — 5b) deutet
auf die Dominanz dieses Einflusses bei den Datensdtzen mit hoher Datenrate hin.

2. Die Varianz der Schitzung ist ein zufilliger Fehler, der mit zunehmender Mefizeit verschwin-
det. Bei den Datensétzen mit niedriger Datenrate (Abb. 5¢ — 5d) ist dies deutlich erkennbar.
Dieses Verhalten 148t dariiber hinaus auf die Dominanz der Schétzvarianz gegeniiber dem
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Abbildung 5: Spektrale Leistungsdichte aufgenommener LDA-Datensidtze nach S+H-
Rekonstruktion mit Entfaltung im Vergleich mit der HDA-Messung: a) hohe Datenrate; b) hohe

Datenrate mit zusdtzlichem Rauschen; ¢) niedrige Datenrate, kurzer Datensatz; d) niedrige Da-
tenrate, langer Datensatz
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Abbildung 6: Spektrale Leistungsdichte simulierter LDA-Datensdtze nach S4+H-Rekonstruktion

mit Entfaltung mit a) 7 = 7100s™" und b) # = 316s™! im Vergleich mit der zugrundeliegenden
HDA-Messung

Meftechnikrauschen schlieflen.

Zur Abschdtzung der Einfliisse des Rauschens der LDA-Mefitechnik wurde der &quidistante
Datensatz des HDA als Grundlage fiir die Simulation der stochastischen Abtastung durch die
Streuteilchen bei der LDA-Messung verwendet. Hierdurch geht ein realistischer Datensatz mit
abschitzbaren statistischen Eigenschaften und dem geringen Rauschpegel des HDA in die Si-
mulation des LDA-Mefiprozesses ein. Dies entspricht prinzipiell einem real gemessenen LDA-
Datensatz, jedoch ohne zusitzliches Rauschen der Mefitechnik. In Abb. 6 sind die Resultate der
Spektralschdtzung mit Entfaltung fiir diese Simulation dargestellt. Die Datenraten entsprechen
genau denen der aufgenommenen LDA-Datensétze. Die getroffenen Aussagen zu den Rausch-
quellen werden hierdurch bestitigt. Da die Simulation kein Prozefirauschen enthilt, wird die
Rauschgrenze der Leistungsdichteschdtzung durch die Varianz der Schétzung bestimmt. Bei der
Simulation mit hoher Datenrate verringert sich die Unsicherheit der Schitzung gegeniiber der
realen Messung (Abb. 6a und 5a), wodurch die Dominanz des Meftechnik-Rauschens bei hoher
Datenrate deutlich wird. Bei niedriger Datenrate ist kein Unterschied zu der realen Messung er-



kennbar (Abb. 6b und 5¢). Die Rauschgrenze des Spektrums wird durch die Varianz des Schitzers
gebildet.

3 ZUSAMMENFASSUNG

Es wurde ein neuer Schétzer fiir die spektrale Leistungsdichte aus LDA-Datensétzen vorge-
stellt, der auf der Rekonstruktion des Geschwindigkeitsverlauf mit Hilfe von Proportional-Ein-
Punkt-Rekonstruktionen basiert. Durch die Kenntnisse iiber die Abtaststatistik des Datensatzes
konnte eine Invertierung der Filtereigenschaften dieser Rekonstruktionen hergeleitet werden, wo-
durch die systematischen Fehler, insbesondere oberhalb der bisher geltenden Grenze von n/27x,
eliminiert werden. Hierdurch wird es méglich, auch bei niedriger Datenrate erwartungstreue
Schitzungen der spektralen Leistungsdichte zu erhalten. Die Reduktion der Varianz der Spek-
tralschdtzung ist durch lingere Messung in stationdren Prozessen moglich.

Es wurde keine Abschitzung des Mefirauschens vorgenommen, das aufgrund der LDA-MeBtech-
nik unweigerlich die Einzelmeflwerte verdndert. Durch die Beseitigung der sytematischen Fehler
bei der Rekonstruktion wird dieser Rauschprozef als prinzipielle Grenze des Verfahrens sichtbar.
Die durchgefithrten Untersuchungen wurden durch die Deutschen Forschungsgemeinschaft gefor-

dert (Az. Tr194/9 und Mu 1117/1)
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