
Fehlerkorrektur bei LDA-Daten-RekonstruktionH. Nobach, E. M�ullerUniversit�at Rostock, Fachbereich ElektrotechnikInstitut f�ur Nachrichtentechnik und InformationselektronikRichard-Wagner-Stra�e 31, 18119 RostockC. TropeaLehrstuhl f�ur Str�omungsmechanik, Universit�at Erlangen-N�urnbergCauerstra�e 4, 91058 Erlangen1 EINF�UHRUNGBei der Analyse von LDA-Daten, insbesondere bei Korrelations- und Spektralanalysen, gibt esderzeit eine Vielzahl von Verfahren, die auf einer Signalrekonstruktion und einer anschlie�en-den �aquidistanten Abtastung und Verarbeitung durch klassische Algorithmen, wie der FFT,basieren [1,2,3,9,10,13,15,16]. Die z. T. sehr komplexen Verfahren sind f�ur die ad�aquate Rekon-struktion des Geschwindigkeits-Zeit-Verlaufs (im folgenden kurz "Geschwindigkeitsverlauf\) derStr�omung ausgelegt. Die statistischen Kennwerte des rekonstruierten Geschwindigkeitsverlaufsk�onnen jedoch stark vom Originaldatensatz abweichen. Im Falle der Absch�atzung von spektralenLeistungsdichten zeigt sich eine Zunahme der Korrelation, hervorgerufen durch die Rekonstruk-tion, was prinzipiell einer Tiefpa��lterung entspricht [1,11]. Dieser E�ekt wirkt sich dramatischbei niedrigen Datenraten _n aus, da er den auswertbaren Frequenzbereich auf f < _n=2� ein-schr�ankt. Zudem ist das Resultat der Filterung leicht fehlinterpretierbar, da es dem erwartetenSpektrum einer Str�omung sehr nahe kommt, jedoch in Wirklichkeit nur ge�ltertes Rauschen ist.Im Beitrag wird ein Verfahren der Absch�atzung und Korrektur von systematischen Fehlern beider Korrelations- und Spektralanalyse von Geschwindigkeitsverl�aufen vorgestellt, die aus LDA-Datens�atzen durch Proportional-Ein-Punkt-Rekonstruktion hervorgehen. Hierzu geh�oren alleVerfahren, bei denen der aktuelle Rekonstruktionswert zu jedem beliebigen Zeitpunkt ausschlie�-lich von dem unmittelbar vorangehenden LDA-Me�wert abh�angt und zu diesem proportionalist. Exemplarisch seien bekannte Verfahren wie die Sample-and-Hold-Rekonstruktion (S+H) [1]oder die Exponential-Interpolation (AR1) [9] genannt. Verfahren wie die lineare Interpolation,Spline-Interpolation oder komplexe Verfahren wie die fraktale Rekonstruktion [13] sind hierinnicht enthalten, da ihr Rekonstruktionsergebnis von zwei oder mehr LDA-Me�werten abh�angt.2 VERFAHREN ZUR FEHLERABSCH�ATZUNG UND KORREKTUREin aufgenommener LDA-Datensatz wird zun�achst mit Hilfe einer Proportional-Ein-Punkt-Rekonstruktion und anschlie�endem Resampling in einen �aquidistanten Datensatz �uberf�uhrt.Von diesem wird dann durch klassische Verfahren die Autokorrelationsfunktion (AKF) bestimmt.Aus der Kenntnis der Abtaststatistik eines LDA-Datensatzes wird die AKF des rekonstruiertenund wiederabgetasteten Datensatzes in Abh�angigkeit von der AKF der kontinuierlichen, nochnicht durch das LDA abgetasteten Geschwindigkeits-Zeitverlauf der Str�omung (im folgendenkurz "Str�omungsverlauf\) vorhergesagt. Dies geschieht in Anlehnung an die in [1] dargestellteAbsch�atzung, jedoch f�ur den bereits wiederabgetasteten Datensatz.In einem zweiten Schritt wird diese Vorhersage invertiert (entfaltet). Dadurch lassen sich diesystematischen Fehler der stochastischen Abtastung durch das LDA und der anschlie�endenRekonstruktion korrigieren, wodurch sich eine Verbesserung der gesch�atzten AKF ergibt.2.1 Rekonstruktionsvorschrift und erste Absch�atzung der AutokorrelationsfunktionDie Datenvorverarbeitung umfa�t zwei zeitliche Prozesse: 1.) die stochastischen Zeitpunkte derLDA-Me�ereignisse tLDA;i und 2.) die �aquidistanten Abtastzeitpunkte �j nach dem Resamp-ling. Die zeitliche Au�osung beim Resampling begrenzt den Frequenzbereich des resultierendenSpektrums. Sie sollte gro� genug gew�ahlt werden, damit die Di�erenz zwischen Auftreten einesMe�ereignisses tLDA;i und Wirkung im wiederabgetasteten Datensatz ti vernachl�assigbar wird,so da� tLDA;i = ti und uLDA;i = u(ti) (uLDA;i | der vom LDA gemessenen Geschwindigkeits-wert; u(t) | Str�omungsverlauf), da die Information �uber den zeitlichen Verlauf der Str�omungs-
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rekonstruierteGeschwindigkeits-Zeit-Funktion� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � LDAMe�wert� � � � � � � � � � � � �� � � � � � � ����� � � � � � � � ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������Abbildung 1: Prinzipieller Zusammenhang zwischen dem Auftreten eines Me�ereignisses unddem wiederabgetasteten DatensatzVerfahren Funktion fREK(�j � ti)Sample-and-Hold-Rekonstruktion 1Autoregressive Rekonstruktion 1. Ordnung (AR1) ��j�ti1Modellbasierte Rekonstruktion �Modell(�j � ti)�Modell(�j � ti) | normierte Autokorrelationsfunktion des ModellsTabelle 1: Ausgew�ahlte Rekonstruktionsvorschriftengeschwindigkeit zwischen dem Me�ereignis tLDA;i und dem Abtastzeitpunkt des Resamplers tibeim Resampling verlorengeht (Vgl. Abb. 1). In den folgenden Herleitungen wird diese zeitlicheAu�osung normiert, so da� �j = j gilt. In Abb. 1 ist der prinzipielle Zusammenhang zwischendem Auftreten eines Me�ereignisses und dem wiederabgetasteten Datensatz dargestellt.Die Rekonstruktion zu den Zeitpunkten �j erfolgt nach der VorschriftuREK(t) = uLDA;ifREK(�j � ti) (1)mit ti�1 � tLDA;i < ti � �j � ti+1�1 � tLDA;i+1 < ti+1. Die Rekonstruktionsfunktion fREK istzeit-, aber nicht me�wertabh�angig. F�ur ausgew�ahlte Rekonstruktionsverfahren sind in Tabelle 1diese Funktionen zusammengestellt.F�ur die AKF des rekonstruierten und wiederabgetasteten Datensatzes gilt:RREK(�1; �2) = E fuREK(�1)uREK(�2)g (2)F�ur eine angenommene Proze�stationarit�at kann die AKF alsRREK(�) = E fuREK(�j)uREK(�j + �)g (3)geschrieben werden, was f�ur einen endlichen Datensatz durchR̂REK(�) = 1N XNj=1 uREK(�j)uREK(�j + �) (4)abzusch�atzen ist.2.2 Vorhersage der Autokorrelationsfunktion des rekonstruierten DatensatzesDie Statistik der Abtastung des Geschwindigkeitsverlaufs bei LDA-Messungen wurde in [4] und[5] ausf�uhrlich untersucht. Die Intervalle zwischen zwei Me�ereignissen sind demnach exponenti-alverteilt mit einer zeitvarianten mittleren Abtastrate _n. Unter der Annahme der Zeitinvarianzvon _n ergibt sich f�ur die Wahrscheinlichkeit des Auftretens keines Me�wertes (n = 0) innerhalbdes Intervalls [ti; �j) p(n = 0; ti; �j) = e� _n(�j�ti) (5)und f�ur das Auftreten mindestens eines Me�ereignisses (n � 1) innerhalb des Intervalls [ti; �j)p(n � 1; ti; �j) = 1� e� _n(�j�ti) (6)F�ur die Untersuchung des statistischen Zusammenhanges zweier Werte des rekonstruierten Da-tensatzes zu den Zeitpunkten �1 und �2 sind zwei F�alle zu unterscheiden:1. Vor �1 existiert ein Me�wert zum Zeitpunkt tLDA;1 mit t1 � 1 � tLDA;1 < t1 � �1 und keinweiterer Me�wert innerhalb [t1; �1) und zwischen �1 und �2 existiert ein LDA-Me�wert zumZeitpunkt tLDA;2 mit �1 � t2 � 1 � tLDA;2 < t2 � �2 und kein weiterer Me�wert innerhalb



[t2; �2) (vgl. Abb. 1). Dann istuREK(�1) = uLDA;1fREK(�1 � t1)uREK(�2) = uLDA;2fREK(�2 � t2) (7)mit der Verbundwahrscheinlichkeitp1(�1; �2; t1; t2) = �1� e� _n�2 e� _n(�1+�2�t1�t2) (8)2. Vor �1 existiert ein Me�wert zum Zeitpunkt tLDA;1 mit t1 � 1 � tLDA;1 < t1 � �1 und keinweiterer Me�wert innerhalb [t1; �2) (zwischen �1 und �2 kein weiterer Me�wert). Dann istuREK(�1) = uLDA;1fREK(�1 � t1)uREK(�2) = uLDA;1fREK(�2 � t1) (9)mit der Verbundwahrscheinlichkeitp2(�1; �2; t1) = �1� e� _n� e� _n(�2�t1) (10)F�ur die Autokorrelationsfunktion des rekonstruierten Datensatzes gilt nach (2):RREK(�1; �2) =X�1t1=T0X�2t2=�1+1Efu(t1)fREK(�1 � t1)u(t2)fREK(�2 � t2)g p1(�1; �2; t1; t2)+X�1t1=T0 Efu(t1)fREK(�1 � t1)u(t1)fREK(�2 � t1)g p2(�1; �2; t1) (11)mit dem Anfang des Gesamtprozesses bei T0. F�ur angenommene Proze�stationarit�at und hin-reichend gro�er Str�omungsvorgeschichte (T0 ! �1) kann ein zeitlicher Bezug durch �1 = 0gesetzt werden. Dann folgt aus (3):RREK(�) =X0t1=�1X�t2=1Efu(t1)fREK(�t1)u(t2)fREK(� � t2)g p1(0; � ; t1; t2)+X0t1=�1 Efu(t1)fREK(�t1)u(t1)fREK(� � t1)g p2(0; � ; t1)=X0t1=�1X�t2=1Ruu(t2 � t1)fREK(�t1)fREK(� � t2) p1(0; � ; t1; t2)+X0t1=�1 Ruu(0)fREK(�t1)fREK(� � t1) p2(0; � ; t1) (12)Dies ist ein Ausdruck in Abh�angigkeit von der AKF des Str�omungsverlaufs.Diese Vorhersage wurde mit Hilfe von Rechnersimulationen [6,7] veri�ziert. Hierbei wurde diestochastische Abtastung durch das LDA, ausgehend von einem Str�omungsverlauf mit bekannterAKF, simuliert. Der LDA-Datensatz wurde mit verschiedenen Funktionen rekonstruiert, wieder-abgetastet und einer Korrelationsanalyse unterzogen. Die nach (4) gesch�atzte und die nach (12)vorhergesagte AKF wurden Fourier-transformiert. Die entsprechenden Leistungsdichten wurdenuntereinander und mit der Leistungsdichte des zugrundegelegten Str�omungsverlaufs verglichen.In Abb. 2 sind links die Leistungsdichten der verschiedenen Prozesse f�ur ausgew�ahlte Rekonstruk-tionsverfahren gegen�ubergestellt. Es zeigt sich eine deutliche �Ubereinstimmung der Vorhersagemit der Sch�atzung aus dem rekonstruierten Datensatz. Die in [1] und [11] beschriebene Tief-pa��lterung ab _n=2� ist deutlich sichtbar. Zudem werden Fehler auch unterhalb dieser Grenzesichtbar, was im Falle der Sample-and-Hold-Rekonstruktion (S+H) dem in [1] erw�ahnten Step-Noise entspricht. Im Falle der Rekonstruktionen mit autoregressiven Modellen erster (AR1) undzweiter Ordnung (AR2) ist eine Verringerung der gesch�atzten Gesamtvarianz sichtbar, was derin [11] beschriebenen Ver�anderung der statistischen Mittelwerte f�ur Rekonstruktionsfunktionenmit h�oherer Ordnung entspricht.2.3 Entfaltung der AutokorrelationsfunktionMit Hilfe der Substitution � = t2 � t1 kann (12) alsRREK(�) = Ruu(0)X0t1=�1 fREK(�t1)frec(� � t1)p2(0; � ; t1)+X1�=1Ruu(�)Xmin(� ;�)t2=1 fREK(� � t2)frec(� � t2)p1(0; � ; t2� �; t2) (13)geschrieben werden, welches ein lineares GleichungssystemRREK(�) = FRuu(�) (14)von der AKF Ruu(�) des Str�omungsverlaufs darstellt. Durch Invertierung der Matrix F kann
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��Abbildung 2: Spektrale Leistungsdichten rekonstruierter LDA-Datens�atze mit verschiedenenRekonstruktionsfunktionen (S+H, AR1, AR2) ohne (links) und mit Entfaltung (rechts) mit_n = 0:316 und T = 10000aus der gesch�atzten AKF R̂REK(�) des rekonstruierten Datensatzes die modi�zierte Sch�atzungR̂�REK(�) = F�1R̂REK(�) (15)abgeleitet werden, die ein erwartungstreuer Sch�atzer der AKF Ruu(�) des Str�omungsverlaufsist, wie unten nachgewiesen. Die spektrale Leistungsdichte wird dann aus dieser verbessertenSch�atzung der AKF durch Fourier-Transformation berechnet.F�ur die in Abschnitt 2.2 beschriebenen Rechnersimulationen wurde diese Entfaltung der ge-sch�atzten AKF durchgef�uhrt. In Abb. 2 sind rechts die Resultate von (15) der verschiedenenRekonstruktionsverfahren den AKF-Sch�atzungen ohne Entfaltung gegen�ubergestellt. Der erwar-tete Verlauf wird deutlich besser angen�ahert. Die vergr�o�erte Streuung der Einzelsch�atzung l�a�tsich durch die Aufhebung des Filtere�ektes erkl�aren, der ohne Entfaltung dominant ist. Es wirdohne Entfaltung somit lediglich statistisch sicherer falsch gemessen.Die Erwartungstreue des neuen Sch�atzers wird in Abb. 3 deutlich. Hier sind Erwartungswertund Varianz des Sch�atzers mit ausgew�ahlten Rekonstruktionsfunktionen f�ur eine bestimmte Fre-quenz, jedoch f�ur unterschiedliche Datenraten, im Vergleich mit der bekannten direkten Spek-tralsch�atzung (DIR) [8,12,14] dargestellt. Alle Rekonstruktionsverfahren liefern mit der beschrie-ben Entfaltung Sch�atzergebnisse ohne systematische Abweichungen (Abb. 3a). Der zuf�allige Feh-ler ist deutlich kleiner als beim direkten Verfahren (Abb. 3b). Die AR1- und AR2-Rekonstruktionstellt eine etwas bessere Anpassung an den simulierten Proze� dar als die S+H-Rekonstruktion,



��Abbildung 3: Erwartungswert und Varianz der spektralen Leistungsdichte rekonstruierter LDA-Datens�atze mit verschiedenen Rekonstruktionsfunktionen (S+H, AR1, AR2) in Abh�angigkeitvon der Datenrate _n im Vergleich mit der direkten Analyse (DIR) (f = 0:039; 100 Realisierungen�uber T = 10000)
��Abbildung 4: Spektrale Leistungsdichte aufgenommener LDA-Datens�atze nach S+H-Rekonstruktion ohne Entfaltung mit a) _n = 7100s�1 und b) _n = 314s�1 im Vergleich mitder HDA-Messungwodurch die Sch�atzung bei AR1 und AR2 eine etwas geringere Varianz aufweist als bei S+H.Diese unwesentlichen Unterschiede lassen darauf schlie�en, da� das Ergebnis beinahe unbeein-u�t von der Anpassung des Rekonstruktionsverlaufs an den zugrundeliegenden Proze� ist. Diesdeutet auf eine Elimination der systematischen Fehler im Zusammenhang mit der Rekonstruk-tion hin.Zur experimentellen Veri�kation wurde in einem turbulenten Freistrahl mit einem LDA undparallel hierzu, als Referenz, mit einem Hitzdrahtanemometer gemessen.In Abb. 4 sind die Ergebnisse der Spektralsch�atzung ohne die Entfaltung der AKF dargestellt.Der erwartete Filtere�ekt oberhalb von _n=2� ist deutlich zu erkennen. In Abb. 4b ist die Daten-rate so niedrig, da� die Einschr�ankung des Frequenzbereichs auf etwa 50Hz eine Auswertungdes Spektrums unm�oglich macht.In Abb. 5 sind die Spektralsch�atzungen dieser Datens�atze mit Entfaltung der AKF zusammen-gefa�t. Zus�atzlich wurde ein Datensatz mit hoher Datenrate und zus�atzlichem Proze�rauschen(�Ubersteuerung des Counters) aufgenommen sowie ein Ausschnitt aus dem LDA-Datensatz mitniedriger Datenrate untersucht. Zun�achst wird die oben erw�ahnte verbesserte Ann�aherung anden erwarteten Verlauf sowie die gr�o�ere Sch�atzunsicherheit durch Aufhebung des Filtere�ektssichtbar. Jedoch �uberlagern sich hier zwei Rauschquellen, die die untere Grenze der Leistungs-dichteabsch�atzung de�nieren:1. Das Rauschen der LDA-Me�technik [2,15] ist ein systematischer Fehler im Leistungsdichte-spektrum, der nicht durch l�angere Messung verschwindet. Die unmittelbare Widerspiegelungdes zus�atzlichen Rauschens bei der Signalaufnahme im Spektrum (Abb. 5a ! 5b) deutetauf die Dominanz dieses Einusses bei den Datens�atzen mit hoher Datenrate hin.2. Die Varianz der Sch�atzung ist ein zuf�alliger Fehler, der mit zunehmender Me�zeit verschwin-det. Bei den Datens�atzen mit niedriger Datenrate (Abb. 5c! 5d) ist dies deutlich erkennbar.Dieses Verhalten l�a�t dar�uber hinaus auf die Dominanz der Sch�atzvarianz gegen�uber dem
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Abbildung 5: Spektrale Leistungsdichte aufgenommener LDA-Datens�atze nach S+H-Rekonstruktion mit Entfaltung im Vergleich mit der HDA-Messung: a) hohe Datenrate; b) hoheDatenrate mit zus�atzlichem Rauschen; c) niedrige Datenrate, kurzer Datensatz; d) niedrige Da-tenrate, langer Datensatz
��Abbildung 6: Spektrale Leistungsdichte simulierter LDA-Datens�atze nach S+H-Rekonstruktionmit Entfaltung mit a) _n = 7100s�1 und b) _n = 316s�1 im Vergleich mit der zugrundeliegendenHDA-MessungMe�technikrauschen schlie�en.Zur Absch�atzung der Ein�usse des Rauschens der LDA-Me�technik wurde der �aquidistanteDatensatz des HDA als Grundlage f�ur die Simulation der stochastischen Abtastung durch dieStreuteilchen bei der LDA-Messung verwendet. Hierdurch geht ein realistischer Datensatz mitabsch�atzbaren statistischen Eigenschaften und dem geringen Rauschpegel des HDA in die Si-mulation des LDA-Me�prozesses ein. Dies entspricht prinzipiell einem real gemessenen LDA-Datensatz, jedoch ohne zus�atzliches Rauschen der Me�technik. In Abb. 6 sind die Resultate derSpektralsch�atzung mit Entfaltung f�ur diese Simulation dargestellt. Die Datenraten entsprechengenau denen der aufgenommenen LDA-Datens�atze. Die getro�enen Aussagen zu den Rausch-quellen werden hierdurch best�atigt. Da die Simulation kein Proze�rauschen enth�alt, wird dieRauschgrenze der Leistungsdichtesch�atzung durch die Varianz der Sch�atzung bestimmt. Bei derSimulation mit hoher Datenrate verringert sich die Unsicherheit der Sch�atzung gegen�uber derrealen Messung (Abb. 6a und 5a), wodurch die Dominanz des Me�technik-Rauschens bei hoherDatenrate deutlich wird. Bei niedriger Datenrate ist kein Unterschied zu der realen Messung er-
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