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A Herleitungen der Korrekturfaktoren fiir verschiedene Abtastschemen

Bei unabhangiger Abtastung mit stetiger Verteilung der Abtastintervalle sind alle Kreuzprodukte un-
abhangig voneinander und somit ist 3, = 1 fiir alle k # 0. Fiir k = 0 ergeben n Abtastungen in einem
bestimmten Zeitintervall insgesamt n? Selbst- und Kreuzprodukte. Die Anzahl n der Abtastungen in
einem Zeitintervall ist Poisson-verteilt mit der Wahrscheinlichkeit

p(n) = Fe_a ) (1)

mit der mittleren Anzahl o/. Der Erwartungswert der n? Selbst- und Kreuzprodukte fiir k = 0 ist dann
[e.e]
> n’p(n) =o' + o (2)
n=0

Nach der Normierung auf a'? erhilt man schlieRlich 8§ = 1 + 1/a’.

Bei diskreter Verteilung der Abtastintervalle mit unabhingigen Fehlstellen sind alle Kreuzprodukte
unabhéngig voneinander und somit ist 5, = 1 fiir alle k # 0. Im Gegensatz zum vorherigen Fall,
bei dem mehrere Abtastungen in einem Zeitschritt erfolgen kénnen, kann bei nominell dquidistanter
Abtastung pro Zeitschritt nur entweder genau eine oder keine giiltige Abtastung erfolgen. Deshalb
treten in R(0) nur Selbstprodukte auf, die ihrerseits mit einer mittleren Anzahl von o/ pro Zeitschritt
auftreten. Nach der Normierung auf a’? erhilt man schlieRlich 8 = /.

Bei korrelierter Abtastung mit der Korrelation v zwischen zwei Zeitschritten, in denen n; und ny
Abtastungen erfolgen, besteht der Zusammenhang

np =y + (1 =), (3)

wobei yn; der korrelierte Teil in ny und (1 — ~)n) der von n; unabhéngige Teil ist, wobei n; und
beide den Mittelwert o haben. Das Produkt nyny l3sst sich dann zu

niny :'yn%—k(l—fy)nlné. (4)

umformen.

Bei stetiger Verteilung der Abtastintervalle hat n? den Erwartungswert o/ +a’?, bei diskreter Vertei-
lung der Abtastintervalle hat n? dagegen den Erwartungswert o’ (s. Herleitungen zuvor fiir unabhingi-
ge Abtastung). Weil n; und n}, unabhéngig sind, hat ihr Produkt in beiden Fillen den Erwartungswert
o'?. Fiir die stetige Verteilung der Abtastintervalle folgt schlieRlich

fimn, = (@ + &) + (1 — ) = v’ + o? (5)



und nach Normierung auf o/? folgt

/ Hnyny Tk
B = 2 1+ o (6)

Fiir die diskrete Verteilung der Abtastintervalle folgt

Hnin, = ’}’O/ + (1 - ’7)0/2 (7)
und nach Normierung auf o'
/ Knin, Tk
Bk: o2 _1_7k+g' (8)

B Herleitungen der Korrelationskoeffizienten fiir verwendete Abtastschemen mit Korrela-
tion

Fiir das Abtastschema b mit stetiger Verteilung der Abtastintervalle mit einem Mindestabtastintervall

zwischen aufeinanderfolgenden Werten wird der Korrelationskoeffizient ~o aus der Verteilung der

Anzahl der Abtastungen n in einer bestimmten Zeitschritt abgeleitet. Fiir n Abtastungen in einem

Zeitschritt beinhaltet der Korrelationskoeffizient n® Selbst- und Kreuzprodukte, was zu

Lo ] +1

Y=Y n*Po(n) (9)

n=0

fiihrt, mit dem normierten Mindestintervall zwischen den Abtastungen d’ = d/ar und der Wahr-
scheinlichkeit Py(n), dass es n Abtastungen innerhalb eines Zeitschritts A7 gibt. Um die Wahr-
scheinlichkeit Py(n) zu erhalten, miissen auch Abtastungen vor dem untersuchten Zeitintervall be-
riicksichtigt werden, da ihre Totzeit die Wahrscheinlichkeit darauffolgender Abtastungen innerhalb
des betrachteten Intervalls beeinflussen. Die Wahrscheinlichkeit, dass keine vorhergehende Abtastung
das betrachtete Zeitintervall beeinflusst, ist P = 1 — o’d’ (e - empty). Die Wahrscheinlichkeit,
dass das Zeitintervall durch die Totzeit einer vorangehenden Abtastung vollstdndig abgedeckt wird,
ist Pr = o/ max{0,d" — 1} (f - full). In diesem Fall kénnen innerhalb des untersuchten Zeitinter-
valls keine weiteren Abtastungen erfolgen. Dieser Fall kann nur dann eintreten, wenn d’ > 1. Die
Wahrscheinlichkeit, dass das betrachtete Zeitintervall zum Teil durch die Totzeit einer vorangehen-
den Abtastung blockiert wird, ist P, = o’ min{1,d’'} (p - partial). Die Wahrscheinlichkeit, genau n
Abtastungen in einem Zeitschritt AT zu haben, besteht aus der Summe dieser drei Fille, also

Po(n) = Pe(n) + Pr(n) + Pp(n), (10)

wobei Pe(n), Pr(n) und Pp(n) die Wahrscheinlichkeiten sind, n Abtastungen innerhalb des betrach-
teten Zeitintervalls zu erhalten, entweder ohne vorangehende Abtastung, mit vollstandiger oder mit
teilweiser Blockierung des Intervalls. Die Wahrscheinlichkeiten dieser drei Teile sind

Pe(n) = (1—a'd") [P' (n,1—d max{0,n—1}) — P"(n+1,1— nd')] (11)
[ a'max{0,d" —1} firn=0
Pr(n) = {O sonst (12)
min{1,d"}
Pp(n) = / o [P (n,x —d'max{0,n—1}) — P' (n+ 1,x — nd")] dx (13)
0

wobei P’(n, x) die Wahrscheinlichkeit ist, mindestens n Abtastungen innerhalb des (normierten) Teils
x eines Zeitschrittes zu erhalten, namlich

! "x Y "
P(nx)=1-Y (@) arx (14)

!
— !

-



mit der normierten mittleren Anzahl von Abtastungen o in der Restzeit zwischen den jeweiligen
Totzeiten der angenommenen Abtastungen

/
1 «

T

(15)
Fiir die Korrelationskoeffizienten ~x mit k # 0, kdnnen nur Kreuzprodukte zwischen verschiedenen
Abtastungen auftreten. Dafiir wird eine Abtastung zum Zeitpunkt t; innerhalb eines Zeitschritts
angenommen und eine zweite Abtastung zum Zeitpunkt o innerhalb eines anderen Zeitschritts, die k
Zeitschritte voneinander entfernt sind. Weil die Autokorrelation symmetrisch ist, werden nur die Fille
mit k > 0 betrachtet. Fiir k < 0 kdnnen die Betrachtungen durch Verwendung von |k| iibertragen
werden. Die erste Abtastung kann zu jedem Zeitpunkt t; innerhalb eines Zeitschritts mit der mittleren
Rate « erfolgen. Die Normierung auf einen Zeitschritt A7 ergibt die normierte Zeiten t] = t/Ar bzw.
t) = t/Ar. Demnach erfolgt die erste Abtastung mit einer mittleren Anzahl pro Zeitschritt von o’
Die Abtastung zum zweiten Zeitpunkt t} hdngt von der Anzahl n weiterer Abtastungen zwischen t;
und t} ab. Betrachtet man auch hier nur die Intervalle zwischen den durch die Totzeit blockierten
Zeiten, dann treten in der verbleibenden Zeit weitere Abtastungen mit der Abtastrate o’ auf, genau
wie zuvor fiir k = 0. Die Anzahl n weiterer Abtastungen zwischen t{ und t} und ihre Totzeiten nd’
und zusatzlich die Totzeit der ersten Abtastung bei t;, fiihrt schlieBlich dazu, dass die Abtastungen
bei t; und t} nicht unabhéngig voneinander erfolgen. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit, liege t{
im Zeitschritt mit der Nummer null. Dann gilt fiir den Korrelationskoeffizient

0.5 |k|+0.5 | =tD/a'—1|
= / / dtjdts’a” SO P(nty—t) — (n+1)d) (16)
~0.5 |k| =05 n=0

wobei P(n,x) die Wahrscheinlichkeit ist, dass n weitere Abtastungen innerhalb des (normierten)
Zeitintervalls x auftreten, namlich

()" _

P(n,x) = e (17)

n!

Fiir das Abtastschema d mit diskreter Verteilung der Abtastintervalle mit korrelierten Datenliicken
wird die Anzahl n der Wechsel von giiltigen zu ungiiltigen Daten bzw. umgekehrt betrachtet. Zwi-
schen zwei Zeitpunkten, die |k| Zeitschritte auseinander liegen, konnen bis zu |k| solcher Wechsel
erfolgen, die in der durchgefiihrten Simulation unabhingig voneinander mit der mittleren Anzahl pro
Zeitschritt von ¢’ = 0.2 erfolgen. Ein solcher Wechsel tritt zu einem bestimmten Zeitschritt mit der
Wahrscheinlichkeit ¢’ auf, kein Wechsel entsprechend mit der Wahrscheinlichkeit 1 — ¢’. Eine gera-
de Anzahl solcher Wechsel tragt positiv zur Korrelation v bei, wahrend eine ungerade Anzahl von
Wechseln die Korrelation entsprechend verringert. Die Wechsel kdnnen zu jedem Zeitpunkt zwischen
AT und |k| AT erfolgen, wobei nur die Anzahl von Wechseln von Bedeutung ist, ihre Reihenfolge
dagegen nicht. Die Korrelation von Datenliicken bzw. den giiltigen Abtastungen wird damit zu

|k

=3 (M) e 2 )

n
n=0
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