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1. Einfuhrung

Statistische Kennwerte und -funktionen, wie
* Mittelwert
* Varianz
* Wahrscheinlichkeitsdichte
* Autokorrelation
* spektrale Leistungsdichte

reprasentieren die gemittelten (zeitlich, raumlich oder Ensemble), statisti-
schen Eigenschaften des Signals.

Dabei gehen Zeit-, Orts- bzw. Phaseninformationen verloren.
Die Rekonstruktion des Signals aus den statistischen Kennfunktionen ist
nicht moglich.

So ist z.B. die Autokorrelationsfunktion einer harmonischen Schwingung mit
beliebiger Phase stets ein Kosinussignal.

Bei deterministischen Signalen lassen sich Kennwerte und —funktionen
eindeutig angeben.

Beispiel
x(t)=sin(2t)

oz A
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R(T)=§COS(21T T) . A A

Zeit
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S(f)=z[6(f—1)+6(f+1)]

Amplitude

- 9

Bei stochastischen Signalen steht der tatsachliche Verlauf einer bestimm-
ten Realisierung nicht fest. Deshalb unterscheidet man

» tatsachliche (wahre) Kennwerte und -funktionen des Prozesses

* empirische (geschatzte) Kennwerte und -funktionen der zeitlich be-
grenzten Realisierung




Beispiel

Gauss-verteiltes, weil’es Rauschen x(t) mit dem Mittelwert 0 und der

Varianz 1
* wahre Kenngrofien:
1 —en [1 fiir r=0
m. =0 2=1 X)=——e R(T)=
x oy p(x) o (T

~|0 sonst

* geschatzte Kenngrolen aus einer Realisierung im Interval

-T/2<t<T/2:
172 3
m== | x(t)dt :
T—m 1
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| \ 30
o= [ (x(t)-r Pt i
T 15 <
) 1 min(T/2;TI2-1) 2
R(T)=—— x(t)x(t+T)dt =
T_|T|max[—rf£—rf2—r] -4 . . . . . . . . . |

2. Mittelwert (Anfangsmoment 1. Ordnung)

Definition fir ein Leistungssignal mit
der Wahrscheinlichkeitsdichte p(x)

mx%fxp[x)dx )
Aguivalente Definition mit dem * Aquivalente Definition mit dem
kontinuierlichen Zeitsignal x(t) zeitdiskreten Sig”i' x=x(t)
Ti2 I
m2lim = [ x(t)dt m, £ lim =2 X,
Tow | _7p N IV =1
Schitzung aus der endlichen  Aquivalente Definition fir ~ Schétzung aus der endlichen  Aguivalente Definition fiir
Einzelrealisierung eines ein periodisches Signal Einzelrealisierung eines ein periodisches Signal
stochastischen Signals mit der Periode T stochastischen Signals mit der Periode N
im Intervall [a;b] 41 im Intervall [a;b] 1y
10 mx“éx—j x(t)dt R mx%NZ X;
m’“x:?J'x{f)df T=b-a Ty m,=—>. x, N=b—a+1 =1
a r=a

Hinweise:
* Die Moglichkeit, fur periodische Signale den Grenziubergang

T— bzw. N— durch die Periode T bzw. N zu ersetzen ist nicht

trivial. Der Nachweis wird hier jedoch nicht erbracht.




* Das Intervall [a;b] fur die Schatzung aus einer endlichen Reali-
sierung eines stochastischen Signals muss so gewahlt werden,

dass

* die Korrelationsfunktion am Ende abgeklungen ist,
* T bzw. N ein Vielfaches der Periode eines evtl. vorhandenen pe-

riodischen Anteils ist.

* FUr Energiesignale gibt es keine Definition eines Mittelwertes.

* Der wahre Mittelwert einer ZufallsgroRe x wird auch als Erwar-
tungswert E{x} bezeichnet. In englischsprachiger Literatur wird
der Erwartungswert oft auch mit (x) bezeichnet.

3. Varianz (Zentralmoment 2. Ordnung)

Definition fur ein Leistungssignal mit
der Wahrscheinlichkeitsdichte p(x)

o
o [ (x—m

Aquivalente Definition mit dem

kontinuierlichen Zeitsignal x(t)
1 Ti2 )

o2lim = [ (x(t)-m,[dt

Tow T T

Aquivalente Definition fur
ein periodisches Signal
mit der Periode T

Schatzung aus der endlichen
Einzelrealisierung eines
stochastischen Signals

im Intervall [a;b]

.
26 1 [ 2
bei bekanntem m : =7 .L[ \x(t)—m,| dt

A b X )
ot=o [ [x(t)-m,[ dt
T=b-a
bei unbekanntem m :

A b _ )
ot=o [ [x(t)-r, dt
T=b-a

Beispiel

Jp(x)dx

Aquivalente Definition mit dem
zeitdiskreten Signal x =x(t)

N
2 . 1 [ 12
o Zlim —Z | X;—m,|
N Py | !

N—x

Aquivalente Definition fiir
ein periodisches Signal
mit der Periode N

Schatzung aus der endlichen
Einzelrealisierung eines
stochastischen Signals

im Intervall [a;b]

N
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b
"2 1 . a2
=—-"> |x,—1fi
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Normalverteiltes (Gauss-verteiltes) Rauschen x
* Charakterisierung erfolgt Uber die Wahrscheinlichkeitsdichte

p(x):
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* Hieraus ergeben sich die Momente:
mxgj;xp(x)dx=a
o2 [ (x—m,)2p(x)d x=b?
a=5 b=2 b ms=5 o;=4

* Aus einer einzelnen Realisierung des Rauschprozesses x(t) im
Intervall [0;T] ergeben sich die geschatzten Momente:

x(t)dt

hel
T

O —

Amplitude

)
A2_l | _ " |2
ol= T![x(t) m,) dt

m=496 o.=4.11

4. Erwartungstreue, Schatzvarianz und Effizienz

* Die geschatzten KenngrofRen sind fur jede Realisierung des sto-
chastischen Signals unterschiedlich.

* Damit stellen die geschatzten Kenngrof3en ebenfalls Zufallsgro-
Ren mit ihren charakteristischen Kenngrof3en dar.
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* Stimmen Erwartungswert der geschatzten Kenngrof3e und wahrer
Wert der KenngrofRe des betrachteten Zufallsprozesses Uberein,
so ist die Schatzung erwartungstreu.

Elr |=m, E|¢*=0?

* Die Varianz der KenngroRenschatzung ist die Schatzvarianz.

* Man versucht stets, erwartungstreue Schatzer mit moglichst klei-
ner Schatzvarianz zu finden. Der Schatzer mit der kleinst mogli-
chen Schatzvarianz ist effizient.

5. Autokorrelationsfunktion

Die Autokorrelationsfunktion beschreibt den zeitlichen Zusammenhang
eines Funktionsverlaufes (z.B. periodische Anteile, Systemtragheit)

Die Autokorrelation eines Leistungssignals x(t) ist definiert als

R, (T)2E|x(t)x(t+7)
Sie hat die Dimension einer Leistung (Signalamplitudez).
Hinweise:

o Die Autokovarianzfunktion Cux(T) entspricht der
Autokorrelationsfunktion des mittelwertfreien Signals x'(t)=x(t)-mj.

o Cx(0) entspricht der Varianz o,°=E{(x(t)-m,)*} des Signals x(t).

o Die obige Definition ist aquivalent zu
Ti2

Ry (r)2lim ~ [ x(t)x(t+7)dt

Tow | T




o Fur Energiesignale gilt die folgende Definition. Die Korrelations-
funktion hat hier die Dimension einer Energie (Zeit - Signalampli-
tude?).

Rau(T)%

pay

x(t) x(t+7)dt
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RH(T):,[2—0|x| fiir |x|<2
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* harmonische Schwingung:




x(t)=sin(2mt)

g
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sin x sin y=%[cos(xfy)fcos (x+y)

o Gauss-verteiltes, weil’es

x(t) mit m, =0 und o2=1

Amplitude x(t)
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Rauschen:




= theoretische Autokorrelationsfunktion

) 1 Ti2
Rxx(T}gT“m—f x(t)x(t+7)dt  (Leistungssignal)
o 1 Tpg

Da x(t) und x(t+7) flir T#0 statistisch unabhéngig
sind, lasst sich diese Definition mit Hilfe der
Wahrscheinlichkeitsdichte darstellen als

’ szpmdx fiir =0
Rxx(T):! o @ *

LLXYP(X)P(y)dxdy sonst
mit x=x(t) y=x(t+7)
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» Schatzung aus periodisch fortgesetztem Ausschnitt
einer Einzelrealisierung:

R, (t)= [ x(t) x(t+)dt

Korrelation Ry,(t)
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Anwendung
Signaldetektion im Rauschen
o Harmonisches Signal
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o Uberlagerung

z(t)=x(t)+y(t) 2]
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Ra(T)=Ru(T)+R,,(T)
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6. Kreuzkorrelation

Die Kreuzkorrelationsfunktion beschreibt den zeitlichen Zusammenhang von
zwei Signalen x(t) und y(t). Zwei aquivalente Definitionen fur Leistungssigna-
le sind

Ti2

T)EE[x(t)y (t+1)) R,,(T) lim 1 | x(t)y(t+7)dt

T Ti2




Anwendung

Geschwindigkeitsbestimmung einer Papierbahn mit zwei Reflexlicht-

schranken
x(t) yl(t)
é
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144 X(t)
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7. Korrelationskoeffizient

Der Korrelationskoeffizient ist die auf die Varianz normierte Kovarianzfunkti-

on

Cult) | (=EslD)
o T olo?




Er liegt zwischen =1 und +1:
p(t)=+1: identische Werte nach Verschiebung um t
p(t)=—1: entgegengesetzte Werte nach Verschiebung um
p(T)=0:  keine Korrelation

8. Leistungsdichtespektrum

Das (Auto-)Leistungsdichtespektrum eines Leistungssignals x(t) ist definiert
als

Ti2 .
X(jw)= [ x(e gt |[X(jw)f=X"(jw)X(jw)

Ti2

UV BT
Sl jw)2lim =|X je)
Fur das Kreuzleistungsdichtespektrum zweier Leistungssignale x(t) und y(t)
gilt entsprechend

Ti2 Ti2

S, (jo)2lim £X (j0)Y(jw)  X(jo)= | x(tle’dt  Y(jo)= | et

T Ti2 Ti2

Hinweise:
X*(jw) ist die konjugiert komplexe zu X(jw).
Fur Energiesignale sind die Definitionen fur die Energiedichtespektren
entsprechend

S, (jw)[X (jo)f X(jw)=[ x(t)e ' dt

S, jw)=X* (ju)Y (je) Y(jw)=] y(t)e " dt




Anwendung
» Signaldetektion im Rauschen

o Harmonisches Signal
x(t)=sin(2t) .
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o Uberlagerung
z(t)=x(t)+y(t) 3 |
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9. Wiener-Khintschin-Theorem

Das Wiener-Khintschin-Theorem gibt den Zusammenhang zwischen dem
Leistungsdichtespektrum und der Korrelationsfunktion an:

FT FT
Rxx(T) - Sxx()'w) ny(T] - Snyw)
IFT IFT
Fur Leistungssignale ergeben sich folgende Zusammenhange:
T2
R, (T)£lim 1 | x(t)x(t+7)dt
T Ti2

x(t) entsprechende Zusam-

XX
T IET menhange gelten auch fir

>  R,l1)
FT
N die Kreuzkorrelation und
1 o s

S, (jw)=lim = J' x(t)e /“'dt Ljw die Kreuzleistungsdichte
Tow T T2
Fuar EnergleS|gnaIe gilt:
%I x(t+7)d
x(t) - > (T)
xx entsprechende Zusam-
ET ¢T ET ET iT I[ET  menhange gelten auch fir
die Kreuzkorrelation und
X(jw) > S _(jw) die Kreuzleistungsdichte

S ljw)=[X(jw)f




10. Beobachtungsintervall

Probleme
* Die Definitionen der Korrelationsfunktion und der Leistungsdich-
te von Leistungssignalen stellen folgende Anforderungen:
o Grenzubergang —«
o unendlich lange Messzeit (bis «)
o Erfassung des zuruckliegenden Signalverlaufs (bis —)
* Damit sind diese Definitionen fur die praktische Realisierung un-
geeignet.
* Die Fourier-Transformierte ist fur Leistungssignale nicht defi-
niert.
Ausweg
Da die reale Messung immer innerhalb von Zeitfenstern erfolgt, wer-

den zeitbegrenzte Leitungssignale angenommen. Die Messung erfolgt
0.B.d.A. in [0;T]. Damit ist die FT als

T

FT x(t) =X (jw)=[ x(t)e “'dt

0

definiert und die Zusammenhange aufgrund des Wiener-Khintschin-
Theorems werden zu

min|T;T-1)

RulT)=7 [ x(t)x(t+7)dt
X[f) max(0,-1) - R“(T]
FTH IFT FT T IFT
X(jw) » S,(jw)

Suliw)=|X(jo)

2

Hinweise:

* Der betrachtete Zeitausschnitt des Leistungssignals ist eine Realisie-
rung eines Zufallsprozesses (gesamtes Leistungssignal).

* Die Berechnungsvorschrift der Korrelationsfunktion fur zeitbegrenzte
Leistungssignale entspricht nicht der Definition Ry () ZE{x(t)x(t+1)}.

* Die so berechnete Korrelationsfunktion ist Eigenschaft des betrachte-
ten Signalausschnitts. Damit stellt sie eine Einzelschatzung der Korre-
lationsfunktion des Leistungssignals dar, ist aber nicht erwartungs-
treu.




min(T ;T 1) I

I (tx(t+v)dt£ELx(t)x(t-+m)

max(0,-71)

E{;

* Eine erwartungstreue Schatzung erreicht man z.B. mit

RXX (T)

min(T,;T-7)
1

[ x(t)x(t+7)dt

T_|T| max (0,— 1)

* Bei Verwendung der diskreten Fourier-Transformation fur zeitdiskrete
Signale gelten ahnliche Beziehungen. Dabei wird von einer periodi-
schen Fortsetzung des Ausschnittes ausgegangen. Dadurch sind
auch die Fourier-Transformierte, die Korrelationsfunktion und die Leis-
tungsdichte diskrete, periodische Funktionen.

Beispiel: Sinusschwingung
_|sin(2mt) fiir —2<t<2

. x|t
x(t)=sin(2mt) (t) .0 sonst
15 15
14 1
S 05 £ g5 -
% I E 04
£ £
0.5 1 0.5 -
-1 4 4 4
T T T T T T T T T T
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4
Zeitt Zeitt
1 min(T,T=1)
Ri(T)== [ x(t)x(t+7)dt
max(0,-1)
1 1 min(T;T-1)
Ry (t)=5c0s(2mT) R, ,(t)==—— [ x(t)x(t+r)dt
T_|T| max(0,-1)
R:cx;‘l
0.6 0.6 4 s
- 0.4 ~ 041
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¥ 0z 4 Dé 0.2 4
g 02 | 2 42 -
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11. Zusammenfassung

Signaltransformationen
* kontinuierliche, periodische Signale: © Fourier-Reihe
* kontinuierliche Energiesignale: D Fourier-Transformation
* kontinuierliche Signale mit best. Anfangszeit: © Laplace-Transformation
o gilt sowohl fir deterministische als auch fir stochastische Signale
o verlustfreie Rekonstruktion des Signals mdglich
Statistische Kennfunktionen

* Autokorrelationsfunktion (unterschiedliche Definitionen fir Energie- und
Leistungssignale)

* Kreuzkorrelationsfunktion (unterschiedliche Definitionen flr Energie- und Leis-
tungssignale)

* (Auto-) Leistungsdichtespektrum (fur Leistungssignale)
* Kreuzleistungsdichtespektrum (fiir Leistungssignale)
* (Auto-) Energiedichtespektrum (fiir Energiesignale)
* Kreuzenergiedichtespektrum (fir Energiesignale)
o gilt sowohl fir deterministische als auch fir stochastische Signale

o Realisierung eines zeitlich begrenzten Ausschnitts (Beobachtungsintervall)
aus stochastischen Leistungssignalen fir die Schatzung

o Rekonstruktion des Signals nicht mdglich, da Zeit- bzw. Phaseninformati-
onen verloren gehen
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