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1. Einführung 

Statistische Kennwerte und -funktionen, wie  
• Mittelwert 
• Varianz 
• Wahrscheinlichkeitsdichte 
• Autokorrelation 
• spektrale Leistungsdichte 

repräsentieren die gemittelten (zeitlich, räumlich oder Ensemble), statisti-
schen Eigenschaften des Signals.  
Dabei gehen Zeit-, Orts- bzw. Phaseninformationen verloren. 
Die Rekonstruktion des Signals aus den statistischen Kennfunktionen ist 
nicht möglich. 
So ist z.B. die Autokorrelationsfunktion einer harmonischen Schwingung mit 
beliebiger Phase stets ein Kosinussignal. 
 
Bei deterministischen Signalen lassen sich Kennwerte und –funktionen 
eindeutig angeben. 
 
Beispiel 

 
 
Bei stochastischen Signalen steht der tatsächliche Verlauf einer bestimm-
ten Realisierung nicht fest. Deshalb unterscheidet man 

• tatsächliche (wahre) Kennwerte und -funktionen des Prozesses 
• empirische (geschätzte) Kennwerte und -funktionen der zeitlich be-

grenzten Realisierung 



 

 
Beispiel 
 

Gauss-verteiltes, weißes Rauschen x(t) mit dem Mittelwert 0 und der 
Varianz 1 

• wahre Kenngrößen: 

 
• geschätzte Kenngrößen aus einer Realisierung im Interval 
−T/2≤t≤T/2: 

 

2. Mittelwert (Anfangsmoment 1. Ordnung) 

 
 
Hinweise: 

• Die Möglichkeit, für periodische Signale den Grenzübergang 
T→∞ bzw. N→∞ durch die Periode T bzw. N zu ersetzen ist nicht 
trivial. Der Nachweis wird hier jedoch nicht erbracht. 



 

• Das Intervall [a;b] für die Schätzung aus einer endlichen Reali-
sierung eines stochastischen Signals muss so gewählt werden, 
dass 

• die Korrelationsfunktion am Ende abgeklungen ist, 
• T bzw. N ein Vielfaches der Periode eines evtl. vorhandenen pe-

riodischen Anteils ist. 
• Für Energiesignale gibt es keine Definition eines Mittelwertes. 
• Der wahre Mittelwert einer Zufallsgröße x wird auch als Erwar-

tungswert E{x} bezeichnet. In englischsprachiger Literatur wird 
der Erwartungswert oft auch mit 〈x〉 bezeichnet. 

3. Varianz (Zentralmoment 2. Ordnung) 

 
 
Beispiel 

Normalverteiltes (Gauss-verteiltes) Rauschen x 
• Charakterisierung erfolgt über die Wahrscheinlichkeitsdichte 

p(x): 



 

 
• Hieraus ergeben sich die Momente: 

 
• Aus einer einzelnen Realisierung des Rauschprozesses x(t) im 

Intervall [0;T] ergeben sich die geschätzten Momente: 

 

4. Erwartungstreue, Schätzvarianz und Effizienz 

• Die geschätzten Kenngrößen sind für jede Realisierung des sto-
chastischen Signals unterschiedlich. 

• Damit stellen die geschätzten Kenngrößen ebenfalls Zufallsgrö-
ßen mit ihren charakteristischen Kenngrößen dar. 



 

 
• Stimmen Erwartungswert der geschätzten Kenngröße und wahrer 

Wert der Kenngröße des betrachteten Zufallsprozesses überein, 
so ist die Schätzung erwartungstreu. 

 
• Die Varianz der Kenngrößenschätzung ist die Schätzvarianz. 
• Man versucht stets, erwartungstreue Schätzer mit möglichst klei-

ner Schätzvarianz zu finden. Der Schätzer mit der kleinst mögli-
chen Schätzvarianz ist effizient. 

5. Autokorrelationsfunktion 

• Die Autokorrelationsfunktion beschreibt den zeitlichen Zusammenhang 
eines Funktionsverlaufes (z.B. periodische Anteile, Systemträgheit) 

• Die Autokorrelation eines Leistungssignals x(t) ist definiert als 

 
• Sie hat die Dimension einer Leistung (Signalamplitude2). 
• Hinweise: 

o Die Autokovarianzfunktion Cxx(τ) entspricht der 
Autokorrelationsfunktion des mittelwertfreien Signals x'(t)=x(t)-mx. 

o Cxx(0) entspricht der Varianz σx
2=E{(x(t)-mx)2} des Signals x(t). 

o Die obige Definition ist äquivalent zu 

 



 

o Für Energiesignale gilt die folgende Definition. Die Korrelations-
funktion hat hier die Dimension einer Energie (Zeit · Signalampli-
tude2). 

 
Beispiele 

• symmetrischer Rechteckimpuls: 
 

 
• harmonische Schwingung: 

 



 

 
o Gauss-verteiltes, weißes Rauschen: 

 



 

 theoretische Autokorrelationsfunktion 

 
 Schätzung aus periodisch fortgesetztem Ausschnitt  

  einer Einzelrealisierung: 

 



 

Anwendung 
• Signaldetektion im Rauschen 

o Harmonisches Signal 

 
o Gauß-verteiltes, weißes Rauschen 

 



 

o Überlagerung 

 

6. Kreuzkorrelation 

Die Kreuzkorrelationsfunktion beschreibt den zeitlichen Zusammenhang von 
zwei Signalen x(t) und y(t). Zwei äquivalente Definitionen für Leistungssigna-
le sind 

 



 

Anwendung 
Geschwindigkeitsbestimmung einer Papierbahn mit zwei Reflexlicht-
schranken 

 

7. Korrelationskoeffizient 

Der Korrelationskoeffizient ist die auf die Varianz normierte Kovarianzfunkti-
on 

 



 

Er liegt zwischen −1 und +1: 
ρ()=+1: identische Werte nach Verschiebung um  
ρ()=−1: entgegengesetzte Werte nach Verschiebung um  
ρ()=0: keine Korrelation 

8. Leistungsdichtespektrum 

Das (Auto-)Leistungsdichtespektrum eines Leistungssignals x(t) ist definiert 
als 

 
Für das Kreuzleistungsdichtespektrum zweier Leistungssignale x(t) und y(t) 
gilt entsprechend 

 
Hinweise: 

X*(jω) ist die konjugiert komplexe zu X(jω). 
Für Energiesignale sind die Definitionen für die Energiedichtespektren 
entsprechend 

 
 



 

Anwendung 
• Signaldetektion im Rauschen 

o Harmonisches Signal 

 

 
o Gauß-verteiltes, weißes Rauschen 

 

 



 

o Überlagerung 

 

 

9. Wiener-Khintschin-Theorem 

Das Wiener-Khintschin-Theorem gibt den Zusammenhang zwischen dem 
Leistungsdichtespektrum und der Korrelationsfunktion an: 

 
Für Leistungssignale ergeben sich folgende Zusammenhänge: 

 
Für Energiesignale gilt: 

 



 

10. Beobachtungsintervall 

Probleme 
• Die Definitionen der Korrelationsfunktion und der Leistungsdich-

te von Leistungssignalen stellen folgende Anforderungen: 
o Grenzübergang →∞ 
o unendlich lange Messzeit (bis ∞) 
o Erfassung des zurückliegenden Signalverlaufs (bis −∞) 

• Damit sind diese Definitionen für die praktische Realisierung un-
geeignet. 

• Die Fourier-Transformierte ist für Leistungssignale nicht defi-
niert. 

Ausweg 
Da die reale Messung immer innerhalb von Zeitfenstern erfolgt, wer-
den zeitbegrenzte Leitungssignale angenommen. Die Messung erfolgt 
o.B.d.A. in [0;T]. Damit ist die FT als 

 
definiert und die Zusammenhänge aufgrund des Wiener-Khintschin-
Theorems werden zu 

 
Hinweise: 

• Der betrachtete Zeitausschnitt des Leistungssignals ist eine Realisie-
rung eines Zufallsprozesses (gesamtes Leistungssignal). 

• Die Berechnungsvorschrift der Korrelationsfunktion für zeitbegrenzte 
Leistungssignale entspricht nicht der Definition Rxx()≝E{x(t)x(t+)}. 

• Die so berechnete Korrelationsfunktion ist Eigenschaft des betrachte-
ten Signalausschnitts. Damit stellt sie eine Einzelschätzung der Korre-
lationsfunktion des Leistungssignals dar, ist aber nicht erwartungs-
treu. 



 

 
• Eine erwartungstreue Schätzung erreicht man z.B. mit 

 
• Bei Verwendung der diskreten Fourier-Transformation für zeitdiskrete 

Signale gelten ähnliche Beziehungen. Dabei wird von einer periodi-
schen Fortsetzung des Ausschnittes ausgegangen. Dadurch sind 
auch die Fourier-Transformierte, die Korrelationsfunktion und die Leis-
tungsdichte diskrete, periodische Funktionen. 

 
Beispiel: Sinusschwingung 

 



 

11. Zusammenfassung 

Signaltransformationen 
• kontinuierliche, periodische Signale:  ⇨ Fourier-Reihe 

• kontinuierliche Energiesignale:   ⇨ Fourier-Transformation 
• kontinuierliche Signale mit best. Anfangszeit: ⇨ Laplace-Transformation 

o gilt sowohl für deterministische als auch für stochastische Signale 

o verlustfreie Rekonstruktion des Signals möglich 
Statistische Kennfunktionen 

• Autokorrelationsfunktion (unterschiedliche Definitionen für Energie- und 
Leistungssignale) 

• Kreuzkorrelationsfunktion (unterschiedliche Definitionen für Energie- und Leis-
tungssignale) 

• (Auto-) Leistungsdichtespektrum (für Leistungssignale) 
• Kreuzleistungsdichtespektrum (für Leistungssignale) 
• (Auto-) Energiedichtespektrum (für Energiesignale) 

• Kreuzenergiedichtespektrum (für Energiesignale) 
o gilt sowohl für deterministische als auch für stochastische Signale 
o Realisierung eines zeitlich begrenzten Ausschnitts (Beobachtungsintervall) 

aus stochastischen Leistungssignalen für die Schätzung 
o Rekonstruktion des Signals nicht möglich, da Zeit- bzw. Phaseninformati-

onen verloren gehen 



 

http://www.nambis.de/nambisDSP 
 

 
 

 
 
 
 

 


